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Resumo—A álgebra multilinear surgiu no contexto de pro-
cessamento de sinais como a ferramenta adequada para o
processamento de sinais multidimensionais, bastante comum em
Telecomunicações. Ferramentas multilineares como tensores e
suas decomposições permitem o desenvolvimento de receptores
capazes de explorar as múltiplas diversidades presentes em siste-
mas de comunicação. Neste trabalho apresentamos a aplicação do
processamento tensorial de sinais em problemas de comunicação
relevantes para o desenvolvimento das novas gerações de sistemas
de telefonia móvel.
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I. INTRODUÇÃO

PROCESSAMENTO de sinais constitui o campo da
Ciência que estuda métodos de análise e sı́ntese de sinais,

medições ou sequências que podem representar grandezas
fı́sicas. Esses métodos baseiam-se em ferramentas matemáticas
como estatı́stica, álgebra linear, análise real e complexa para
descrever sinais e suas transformações. Com o advento dos
computadores digitais, os métodos de processamento de sinais
passaram a ser implementados de forma eficiente, popula-
rizando o seu uso prático em diversos campos da Ciência
e Engenharia. Em Telecomunicações, o processamento de
sinais é ubı́quo. Ele é utilizado, por exemplo, no projeto de
componentes de sistemas de comunicações: (des)moduladores,
formatadores de feixe, equalizadores, dentre outros. Diversos
fenômenos fı́sicos, como o desvanecimento, são modelados
por filtros.

Grande parte das estratégias de processamento de sinais
em comunicação utiliza ferramentas provenientes da álgebra
linear para modelar as transformações exercidas sobre os sinais
pelo transmissor, canal, e receptor. Nesse contexto, métodos
matriciais permitem a exploração de apenas dois domı́nios ou
diversidades do sinal. Domı́nios bastante comuns são o espaço
e o tempo. O primeiro está associado ao número de sensores
disponı́veis no sistema, enquanto o segundo representa o
processamento realizado em amostras ou blocos temporais.
Entretanto, em vários problemas de Engenharia, os sinais
são inerentemente multidimensionais, ou seja, apresentam
múltiplas diversidades. Nesse caso, ferramentas matriciais não
são adequadas, pois não são capazes de processar conjunta-
mente as múltiplas diversidades utilizando matrizes. A álgebra
multilinear, aquela que estuda os tensores de ordem superior,
foi introduzida em processamento de sinais como a ferramenta
adequada para a modelagem de sinais multidimensionais [1],

[2]. A seguir, tensores e suas decomposições serão introduzi-
dos.

A. Tensores e suas decomposições

Tensores constituem uma ferramenta matemática introdu-
zida no século XIX no contexto do cálculo diferencial, sendo
bastante utilizada na Fı́sica para representar leis independen-
temente do sistema de coordenadas [3]. Um tensor é definido
como um operador multilinear que transforma um espaço
linear em outro. Da mesma forma, ele também pode ser
interpretado como um arranjo multidimensional de dados.
Um tensor real de N -ésima ordem é representado por X ∈
RI1×I2×...×IN e suas entradas por [X ]i1,i2,...,iN = xi1,i2,...,iN
em que iµ ∈ {1, 2, . . . , Iµ} para µ = 1, 2, . . . , N . Portanto
um vetor é um tensor de primeira ordem, e uma matriz é
um tensor de segunda ordem. Um tensor de N -ésima ordem
X ∈ RI1×I2×...×IN possui rank-1 se ele puder ser escrito
como o produto externo de N vetores:

X = a(1) ◦ a(2) ◦ . . . ◦ a(N), (1)

em que ◦ representa o produto externo e a(µ) ∈ RIµ para
µ = 1, . . . , N . Dessa forma, os elementos de X podem ser
escritos como

xi1,i2,...,iN = a
(1)
i1
a
(2)
i2
. . . a

(N)
iN

(2)

em que a(µ)iµ
= [a(µ)]iµ para µ = 1, 2, . . . , N .

Figura 1. Decomposição PARAFAC de um tensor de terceira ordem.

A decomposição PARAllel FACtors (PARAFAC) de X é
definida como a combinação linear de R tensores de rank-
1 [2], [4]:

X =

R∑
r=1

λra
(1)
r ◦ a(2)

r ◦ . . . ◦ a(N)
r , (3)

em que a
(µ)
r ∈ RIµ para µ = 1, 2, . . . , N , λr ∈ R. A

decomposição PARAFAC de um tensor de 3a ordem é
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ilustrada na Figura 1. O rank de X é definido como o menor
valor de R que satisfaça exatamente a equação (3). Sabe-se
que não existe algoritmo finito para o cálculo do rank de um
tensor [4]. Na prática, R é escolhido de forma que o erro
de aproximação ‖X −

∑R
r=1 λra

(1)
r ◦ a

(2)
r ◦ . . . ◦ a

(N)
r ‖2F seja

mı́nimo, em que ‖ · ‖F é a norma de Frobenius.
A decomposição PARAFAC é essencialmente única se a

condição for satisfeita:

N∑
n=1

kA(n) ≥ 2R+N − 1, (4)

em que A(n) =
[
a
(n)
1 ,a

(n)
2 , . . . ,a

(n)
R

]
∈ RIn×R para n =

1, . . . , N e kA(n) é o rank de Kruskal da matriz A(n), definido
como o máximo valor de k tal que qualquer k colunas de
A(n) sejam linearmente independentes [4]. Conhecimento a
priori da estrutura algébrica do tensor pode fornecer condições
de unicidade ainda mais brandas. No geral, a condição (4) é
menos restritiva e mais natural do que as condições impostas
pelas decomposições matriciais.

Existem diversas formas de cálculo para a obtenção do
modelo PARAFAC [5]. Um dos algoritmos mais conhecidos
para o cálculo dessa decomposição é o alternating least-
squares (ALS). Esse método é conceitualmente simples e
fácil de se implementar, entretantom por ser de uma natureza
não-linear, ele pode demandar várias iterações para atingir a
convergência, e ainda não possui garantia de convergência para
pontos de mı́nimos globais. Recentemente novos paradigmas
de cálculo da decomposição PARAFAC têm sido propostos.
Em [6], os autores apresentaram um algoritmo PARAFAC
adaptativo online no contexto de radar multiple-input-multiple-
output (MIMO). Uma outra abordagem baseada no cálculo
sequencial das matrizes fatores PARAFAC foi apresentado em
[7]. Um algoritmo distribuı́do adaptado para tensores com alta
dimensionalidade foi proposto em [8].

A decomposição PARAFAC é tida como representação
canônica de tensores dada a sua simplicidade e aplicabili-
dade em vários problemas. Entretanto outras decomposições
como Tucker, PARATUCK, Block Term Decomposition, dentre
outras, são mais adequadas em certas aplicações. Para maior
informações acerca dessas decomposições, o leitor é remetido
para a referência [9].

II. APLICAÇÕES EM SISTEMAS DE COMUNICAÇÃO

Ferramentas tensoriais são adequadas para a modelagem de
sistemas de comunicação pois: i) cada diversidade do sistema
é mapeada em uma dimensão de um tensor, de forma que
a sua dimensionalidade depende dos parâmetros fı́sicos do
sistema. Isso permite levar em consideração a interdependência
e redundância entre os múltiplos domı́nios fı́sicos dos sinais
mapeados no tensor de dados. ii) Como visto na Seção
anterior, decomposições tensoriais apresentam condições de
unicidade mais brandas que as decomposições matriciais. Isso
permite o desenvolvimento de métodos de processamento
tensorial de sinais que necessitam de menos recursos, como
número de sensores ou quantidade de amostras, para fornecer
um resultado satisfatório. iii) Quando a quantidade de amostras

do sinal é bastante elevada (Big Data), métodos matrici-
ais tornam-se impraticáveis, pois eles passam a apresentar
problemas numéricos (“maldição da dimensionalidade”). A
álgebra multilinear é adaptada ao cenário Big Data, pois ela
oferece métodos de análise de dados eficientes e robustos à
quantidade de dados processados. Espera-se que a 5a geração
de telefonia móvel use um arranjo massivo de antenas tanto
nos transmissores como nos receptores. Isso introduzirá o
cenário Big Data nos sistemas de comunicações, motivando
mais uma vez o uso de técnicas de processamento tensorial
de sinais.

A seguir, serão detalhadas algumas aplicações de processa-
mento tensorial de sinais em sistemas de comunicação.

A. Receptor PARAFAC para sistemas DS-CDMA

O trabalho seminal de Sidiropoulos, Giannakis e Bro [10]
foi o primeiro a modelar um sistema de comunicações sem
fio utilizando modelagem tensorial. Especificamente, foi con-
siderado um sistema DS-CDMA multiusuário com K an-
tenas na recepção processando os sinais transmitidos por
M usuários. Cada usuário transmite N sı́mbolos codificados
por um código de comprimento J . O tensor espaço-tempo-
código X ∈ CK×N×J dos sinais recebidos segue o modelo
PARAFAC de rank M , em que as suas matrizes fatores
são as matrizes de canal, sı́mbolo e código, respectivamente.
Essas matrizes fatores podem ser estimadas conjuntamente
de forma não-supervisionada se as condições de unicidade
da decomposição PARAFAC forem satisfeitas. O receptor
não-supervisionado proposto oferece desempenho próximo do
erro quadrático médio mı́nimo (EQMM) sem depender de
restrições como independência estatı́stica no tempo ou no
espaço, conhecimento do código no receptor, dentre outros.

B. Sistemas KRST

Em [11] Sidiropoulos e Budampati propuseram um sis-
tema de comunicação tensorial que utiliza um esquema de
codificação espaço-temporal baseado no produto Khatri-Rao1

chamado de código Khatri-Rao Space Time (KRST). Nesse
sistema, um conjunto de M sı́mbolos é transmitido em cada
bloco de tempo n através de M antenas. Duas matrizes de
código, representadas por Θ ∈ CM×M e C ∈ CJ×M são uti-
lizadas para codificar os sı́mbolos de informação. A primeira
matriz combina linearmente os M sı́mbolos em cada uma das
M antenas, gerando o sinal pré-codificado vn = Θsn ∈ CM .
A segunda matriz espalha o sinal pré-codificado através de J
slots de tempo da seguinte forma: V �C ∈ CNJ×M , em que
V = [v1, . . . ,vN ] ∈ CN×M é a matriz com a concatenação
dos sinais pré-codificados durante N blocos de tempo. O
sinal tensorial recebido T ∈ CK×N×J nas K antenas de
recepção satisfaz o modelo PARAFAC de rank M em que
as matrizes fatores são: a matriz de canal MIMO, V, e C. A
decomposição PARAFAC do tensor T favorece a estimação

1O produto Khatri-Rao entre as matrizes A ∈ RI×N e B ∈ RJ×N ,
denotado por A �B ∈ RIJ×N , é definido como [a1 ⊗b1, . . . ,aN ⊗bN ],
em que ⊗ denota o produto Kronecker, an e bn representam as n-ésimas
colunas de A e B, respectivamente.
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das suas matrizes fatores de forma não-supervisionada. Nota-
se que após a estimação de V, é necessário realizar a detecção
dos sı́mbolos transmitidos. Métodos como sphere decoding
ou detecção de máxima verossimilhança podem ser utilizados
para tal fim. Mostrou-se que os códigos KRST oferecem
melhor qualidade de estimação de sı́mbolos em SNR alta do
que os códigos LD (Linear Dispersion). Também comparou-
se o código KRST com códigos do tipo ST-LCP (Space-
Time Linear Constellation Precoding) e observou-se que os
códigos KRST alcançam as mesmas taxas dos códigos ST-LCP
utilizando constelações de ordem inferior, sendo, portanto,
mais eficientes.

C. Sistemas STF/TSTF

Sistemas que exploram as diversidades espaço, tempo e
frequência (STF) para sistemas MIMO-OFDM foram propos-
tos visando aumentar o grau de multiplexação de sı́mbolos e a
eficiência espectral. Um novo modelo tensorial para sistemas
MIMO com espalhamento e multiplexação utilizando essas
diversidades foi proposto em [12]. Nesse modelo, o sinal
tensorial no receptor admite uma decomposição PARATUCK-
2, o que permite o desenvolvimento de um receptor capaz
de estimar conjuntamente os sı́mbolos transmitidos, a matriz
de canal, e o código de forma não-supervisionada. Um outro
modelo tensorial foi proposto em [13] para sistemas MIMO
OFDM-CDMA, em que um novo código tensorial espaço,
tempo e frequência (TSTF) foi utilizado juntamente com uma
estrutura tensorial de alocação de recursos. Mostrou-se que
o sinal tensorial no receptor obedece o modelo PARATUCK-
(2,5), possibilitando a estimação conjunta dos sı́mbolos trans-
mitidos e da matriz de canal através de um algoritmo semi-
supervisionado. Mostrou-se também que o sistema TSTF
apresenta um compromisso interessante entre performance e
complexidade, oferece um bom desempenho na estimação de
sı́mbolos, e permite uma alocação flexı́vel de recursos em
relação a outros sistemas tensoriais.

D. Sistemas cooperativos

O conceito de comunicações cooperativas surgiu como uma
possibilidade de aumentar a capacidade e área de cobertura
dos futuros sistemas de comunicação sem fio [14]. Este con-
ceito está fundamentado no uso de estações retransmissioras
(relays) para, de forma intermediária, melhorar a qualidade dos
sinais e reenviá-los ao receptor final. Atualmente existem duas
estratégias importantes de retransmissão em sistemas coopera-
tivos. A primeira, conhecida como amplify and forward (AF),
consiste simplesmente em amplificar o sinal recebido e enca-
minhá-lo ao terminal receptor. Nota-se que nesta estratégia as
distorções introduzidas pelo canal entre a estação transmissora
e o relay não são canceladas. A estratégia decode and forward
(DF) recupera o sinal transmitido e o retransmite em seguida.
Nesta estratégia, o receptor recebe sinais menos distorcidos,
pois eles foram previamente regenerados pelo relay. Prefere-
se utilizar o protocolo AF ao DF quando existem restrições
em relação à complexidade e/ou latência de processamento.
A simples arquitetura de dois saltos (transmissor-relay, relay-
receptor) é capaz de melhorar a área de cobertura e combater

perdas como o desvanecimento e o sombreamento em sistemas
de comunicações sem fio.

Transmissor ReceptorRelay

canal direto

canal parcial

(Tx-Relay)

canal parcial

(Relay-Rx)
Tx Rx

Figura 2. Ilustração de um sistema cooperativo de dois saltos.

Nas estratégias usadas atualmente, o desempenho de re-
ceptores depende fortemente da qualidade de estimação
do channel information state (CSI). No contexto atual de
comunicações cooperativas, além do canal direto, surge o con-
ceito de canais parciais, aqueles que constituem os enlaces de
salto, como ilustrados na Figura 2. Em [15], [16], por exemplo,
são propostos métodos para estimação desses canais utilizando
a decomposição em valores singulares. Porém nenhum desses
métodos fornece a estimação conjunta do canal e dos sı́mbolos.

Recentemente, decomposições tensoriais foram aplicadas no
problema de estimação de canal em comunicações cooperati-
vas. Isso possibilitou o desenvolvimento de receptores capazes
de estimar conjuntamente os sı́mbolos transmitidos bem como
os canais parciais. O artigo [17] foi um dos primeiros trabalhos
a utilizar a modelagem tensorial nesse contexto. Nele foi
considerado um sistema AF MIMO com dois saltos utilizando
sequências de treinamento. Mostrou-se que os sinais na estação
receptora admitem uma estrutura PARAFAC, possibilitando
o desenvolvimento de um método analı́tico para a estimação
de canais. Em [18], os autores consideraram um sistema AF
MIMO com uma versão simplificada da codificação KRST na
transmissão. Mostrou-se que os sinais provenientes do enlace
direto admitem uma decomposição PARAFAC no receptor,
enquanto os sinais vindos dos enlaces com retransmissão
satisfazem a decomposição PARATUCK2. Foi proposto um
algoritmo que combina os dois sinais tensoriais recebidos para
estimação conjunta dos sı́mbolos transmitidos e dos canais de
ambos os saltos.

A maioria dos trabalhos nesse contexto consideram o
cenário MIMO com dois saltos. Porém sistemas com múltiplos
saltos podem ajudar ainda mais na expansão da área de cober-
tura, no aumento da capacidade do sistema, e no combate às
distorções introduzidas nos sinais transmitidos pelos canais de
propagação. Neste sentido, estimadores de canal para sistemas
multirelay com três saltos foram propostos em [19].

E. Sistemas radar MIMO

Recentemente, sistemas radar MIMO têm recebido bastante
atenção. Nesse novo tipo de radar, sinais independentes são
transmitidos nas múltiplas antenas de transmissão, diferente-
mente dos radares phased array, que emite versões ponderadas
de um mesmo sinal [20]. Essa diversidade de forma de onda
oferece melhor desempenho em relação aos radares clássicos.
Por exemplo, mostrou-se que esse novo paradigma oferece
melhor resolução espacial e maior sensitividade na detecção
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de alvos que se deslocam lentamente. Um dos objetivos dos
sistemas radar é a localização de alvos através da detecção de
sinais transmitidos e a estimação de seus parâmetros. Dentre
tais parâmetros de interesse estão a Direction of Arrival (DoA)
e a Direction of Departure (DoD). Técnicas de processamento
de imagens foram propostas para a detecção e a estimação
desses parâmetros em sistemas radar MIMO [21]. Porém
eles apresentam baixa resolução espacial, sensibilidade a des-
vanecimento e alta complexidade computacional, por serem
baseados em uma busca exaustiva.

Assim como em outros sistemas wireless, é possı́vel ex-
plorar as múltiplas diversidades presentes em sistemas ra-
dar MIMO através da álgebra multilinear. Especificamente,
mostrou-se em [22] que a consideração da diversidade de
forma de onda leva a um processamento tensorial de acordo
com o modelo PARAFAC. A formulação tensorial desse
sistema leva a um método com identificabilidade melhorada
de DoA, pois a flexibilidade dessa decomposição permite
a exploração da estrutura algébrica presente nesse tipo de
problema. Além disso, o método proposto nesse artigo é mais
simples do que os métodos baseados em imagens, pois é
possı́vel obter a estimação da DoA diretamente dos fatores
da decomposição PARAFAC, sem utilizar busca exaustiva.

Uma etapa que antecede a decomposição PARAFAC é a
seleção de modelo, ou seja, a determinação do rank dessa
decomposição. Métodos como Core Consistency Analysis
(CORCONDIA), R-dimensional Exponential Fitting Test (R-
D EFT) e R-dimensional Akaike Information Criterion (R-
D AIC) foram propostos para a seleção de modelo dessa
decomposição [23].

F. Identificação não-supervisionada de sistemas MIMO
através de estatı́sticas de ordem superior

Métodos supervisionados de identificação de canais sem
fio utilizam sequências de treinamento, diminuindo a taxa
efetiva de transmissão e dados. Por outro lado, métodos não-
supervisionados não necessitam da etapa de treinamento no
perı́odo de aquisição para realizar a identificação do canal,
aumentando, assim, a taxa efetiva de transmissão e a eficiência
espectral. Sabe-se que métodos de identificação de canal que
utilizam estatı́sticas de 2a ordem não são capazes de identificar
a fase de sistemas com fase não-mı́nima. Em contrapartida,
estatı́sticas de ordem superior preservam informação de fase
e magnitude desse tipo de sistema. Sabe-se que momentos e
cumulantes de N -ésima ordem são elementos de um tensor
simétrico de N -ésima ordem. No contexto do processamento
de sinais, os cumulantes do sinal de saı́da de um certo sistema
relacionam-se multilinearmente com os cumulantes do sinal
de entrada através dos coeficientes desse sistema. Portanto
tensores de cumulantes contém informações latentes sobre o
sistema a ser identificado. Em vista disso, vários algoritmos
não-supervisionados foram propostos [24]. Dentre eles, está o
famoso algoritmo JADE [25], que explora a auto-estrutura do
tensor de cumulantes de 4a ordem do sinal de observações. Em
[26] foi proposto uma famı́lia de métodos não-supervisionados
para a identificação de sistemas SISO e MIMO baseada
na decomposição PARAFAC do tensor de cumulantes de

4a ordem dos sinais recebidos. Os algoritmos propostos
são capazes de realizar a identificação inclusive em cenários
sub-determinados (número de antenas < número de fontes
virtuais) graças às brandas condições para a unicidade dessa
decomposição. É importante lembrar que métodos matriciais
não são capazes de operar nesse tipo de cenário. Mostrou-
se que os métodos propostos apresentam melhor qualidade
de identificação de sistema que outros métodos baseados na
análise do tensor de cumulantes como o FOOBI [27].

Uma diferente classe de métodos de identificação não-
supervisionada explorando a segunda função caracterı́stica
(FCA) dos sinais recebidos no lugar de seus cumulantes
foi apresentada em [28], [29]. Nesses trabalhos, os autores
mostraram que as derividas parciais de ordem superior da
2a FCA levam a um tensor simétrico. Assim como em [26],
a decomposição PARAFAC desse tensor leva à identificação
não-supervisionada do canal, inclusive em cenários sub-
determinados.

G. Identificação e equalização não-supervisionadas de siste-
mas MIMO-Volterra

A série de Volterra é uma das formas mais comuns de
se representar sistemas não-lineares. A decomposição de um
sistema em termos desta série leva a uma representação
generalizada da convolução linear [30]. Em comunicações
encontram-se diversos problemas naturalmente não-lineares.
Todo sistema de comunicações que utiliza amplificadores de
potência está sujeito à distorções não-lineares, as quais tornam-
se importantes em sinais com altos PAPR (peak-to-average
ratio), definido como a razão entre a máxima amplitude do
sinal e seu valor root mean square (RMS). Como sinais OFDM
geralmente apresentam elevado PAPR, eles são bastante vul-
neráveis a esse tipo de distorção. Canais MIMO-OFDM com
distorções não-lineares foram bastante estudados no contexto
de comunicações por satélites [31] e frequentemente são
representados através de sistemas de Volterra.

Muitas vezes é necessário uma quantidade elevada de
parâmetros para se representar um canal MIMO-Volterra
através de um sistema de MIMO-Volterra. Consequentemente
os algoritmos adaptativos utilizados na sua identificação ou
equalização apresentam convergência lenta. Em vista disso,
foi proposto em [32] um método não-supervisionado de
equalização baseado na decomposição PARAFAC de um ten-
sor de covariâncias espaço-temporais dos sinais recebidos em
um arranjo de antenas. Dentre as vantagens da abordagem
tensorial está a possibilidade de tratar casos sub-determinados,
em que a quantidade de parâmetros do sistema de Volterra a
ser estimado pode ser minorizada.

III. PERSPECTIVAS DO PROCESSAMENTO TENSORIAL DE
SINAIS APLICADO EM SISTEMAS DE COMUNICAÇÃO

O campo do processamento tensorial de sinais é relati-
vamente novo. Em razão disso, ainda há várias questões
abertas tanto no contexto da ferramenta em si como na
sua aplicação em telecomunicações. Grandes perspectivas
se abrem na “tensorização” de problemas que não são na-
turalmente multilineares. Nesse contexto, as vantagens dos
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métodos multilineares são incorporadas em problemas lineares
clássicos. Decomposições tensoriais generalizadas têm sido
propostas no contexto de redes de tensores. Acredita-se que
esse novo paradigma tensorial possa levar à criação de novos
métodos de processamento tensorial de sinais ainda mais efici-
entes. Também há um grande interesse no desenvolvimento de
algoritmos eficientes para decomposições tensoriais, inclusive
os que seguem o paradigma de redes de tensores.

Em relação ao emprego do processamento tensorial de sinais
em sistemas de comunicação, acredita-se que novas ferramen-
tas tensoriais para a codificação e decodificação cooperati-
vas precisam ser desenvolvidas. A consideração de cenários
mais realı́sticos, bem como o estudo de outras estratégias de
retransmissão são interessantes vertentes de estudos a serem
seguidas. Praticamente não há aplicações de métodos tenso-
riais em sistemas de telecomunicações espaciais. Resultados
como aqueles obtidos em sistemas radar MIMO, motivam
a aplicação da álgebra multilinear nesse contexto. Redes de
sensores sem fio necessitam de algoritmos eficientes para a
análise de fenômenos tratados como multilineares. A álgebra
multilinear oferece um conjunto de ferramentas para estimação
de parâmetros que pode ser implementado de forma paralela.
Portanto, torna-se mandatório estudar a aplicação dos métodos
tensoriais em redes de sensores sem fio.
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