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RESUMO

A separacao cega de fontes é uma técnica de processamento estatistico de sinais que
visa recuperar um conjunto de sinais fontes misturados e/ou contaminados a partir de um
conjunto de sinais observados sem conhecimento dos integrantes do sistema de mistura. E
possivel modelar varios problemas de engenharia como um problema de separagao cega de
fontes. Neste trabalho, alguns métodos de separagao cega de fonte como JADE, FastICA
e RobustICA foram estudados e comparados por meio de simulagoes computacionais.
Finalmente, utilizou-se o algoritmo RobustICA para extrair o eletrocardiograma fetal do
eletrocardiograma materno a fim de ilustrar uma aplicacao pratica.

Palavras-chaves: ICA, tensores, separacao de fontes.



ABSTRACT

Blind source separation is a statistical signal processing technique which seeks reco-
vering a set of mixed source signals from a set of observed signals without knowing the
mixing system. Many engineering problems can be modeled as a blind source source se-
paration problem. In this work, some blind source separation methods such as JADE;,
FastICA and RobustICA were studied and compared by means of computer simulation.
Finally, the RobustICA algorithm was used to extract fetal electrocardiogram from the
maternal electrocardiogram recordings in order to illustrate a practical application.

Keywords: ICA, tensors, source separation.
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1. INTRODUCAO

A separagao cega de fontes (SCF) é uma técnica de processamento estatistico de sinais
que visa recuperar um conjunto de sinais fontes misturados e/ou contaminados a partir
de um conjunto de sinais observados sem conhecimento dos integrantes do sistema de
mistura. Em varios campos da ciéncia e da engenharia, ¢ comum observar composicao de
fontes de diversas naturezas. Em um ambiente com varios interlocutores falando ao mesmo
tempo, grava-se através de alguns microfones a voz misturada de todos eles. Através de
técnicas de separagao cega de fontes, consegue-se separar a fala de cada interlocutor, le-
vando & identificacao e a inteligibilidade de cada fala. Na engenharia biomédica, pode-se
modelar os sinais das atividades atrial e ventricular como fontes distintas e separa-las
aplicando técnicas de separagao de fontes em eletrocardiogramas (ECG), favorecendo o
diagnostico médico de doengas cardiacas. Sistemas de comunicagao sem fio multiusuéa-
rio podem ser modelados como um problema de separacao de fontes, no qual se deseja
separar os sinais interferentes do sinal desejado, permitindo a obtencao de uma melhor
qualidade e seguranca do uso de informagoes transmitidas, como por exemplo na telefonia
celular. A maioria dos métodos de separacao de fontes esta concentrada em modelos line-
ares e observacoes homogéneas, ou seja, utilizagao de sensores semelhantes. No entanto,
h& uma necessidade do desenvolvimento de novos resultados teéricos em modelos nao-
lineares e modelos convolucionais nao-lineares buscando atender novas situagoes praticas
e a melhoria dos servigos existentes.

De forma geral, propoe-se através deste trabalho explorar as bases teoéricas da SCF
desde as primeiras abordagens algébricas nascidas nos anos 80 até novos métodos recen-
temente propostos. Especificamente, este trabalho visa apresentar um estudo sobre as
ferramentas matemaéticas utilzadas nas técnicas de separacao de fontes, tais como ten-
sores e estatisticas de ordem superior. Apresentar as principais estratégias de separagao
de fontes assim como os principais algoritmos, assim como compara-los através de simu-
lagoes computacionais, também constituem alguns objetivos especificos deste trabalho.
Como sera detalhado no Capitulo [ realizaram-se experimentos de separagao de fontes
com sinais sintéticos utilizando alguns algoritmos estudados, possibilitando uma analise
de desempenho entre estes algoritmos. Também foi realizado um experimento com sinais
biomédicos a fim de ilustrar uma aplicagao pratica desta técnica de processamento de
sinais.

A fim de cumprir essas propostas, esta monografia foi dividida da seguinte forma:

e No restante do Capitulo [I, serdo introduzidos alguns conceitos preliminares em

relacao a SCF.
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As ferramentas mateméticas necessarias para o desenvolvimento da monografia serao

apresentadas no Capitulo [2]

Métodos e algoritmos serao investigados no Capitulo [3]

Através de simulagbes computacionais, a performance dos métodos de SCF serao

discutidas e comparadas no Capitulo [4]

As conclusoes e os destaques finais do que foi realizado serao apresentados no Ca-
pitulo 5]

1.1 Formalizacao do problema

Considera-se um conjunto de N sinais nao-observados estacionarios com média nula,
chamados de fontes, representados por s(t) = [s1(t), s2(t),...,sy(t)]". O problema da
separacao cega de fontes consiste em recuperar essas fontes a partir de um conjunto de
M sinais observados, representados por x(t) = [x1(t), 22(t), ...,z (t)]". As fontes e as

observagoes relacionam-se da seguinte forma:

x(t) = A{s(t)}, (1.1)

no qual A : R® — RY é uma aplicacio desconhecida responséavel por “misturar” as fontes.
Os primeiros trabalhos envolvendo separacao cega de fontes consideraram o caso em
que as observagoes consistem em combinagoes lineares das fontes e o sistema de compo-

si¢ao nao possui memoria (COMON; JUTTEN] 2010):

(

J]l(t) = CLHSl(t) + (lnSg(t) + ...+ aleN(t)
;Ug(t) = a2151(t) + a2252(t) 4+ ...+ a2N8N<t)

.I’M(t) = aMlsl(t) + CLMQSQ(t) + ...+ (IMNSN<t)

\

no qual a,,, param =1,...,M en = 1,..., N sao os coeficientes de composicao que
relacionam o m-ésimo sinal de observagao a n-ésima fonte. Este sistema de equagoes pode

ser representado utilizando a seguinte notacao matricial:

x(t) = As(t), (1.2)

RM*N representa a matriz de composicao desconhecida. Este modelo de

no qual A €
composi¢ao de sinais é conhecido como modelo instantaneo linear, pois, nesse caso, a

aplicacao A ¢ um operador linear A sem memoria, como ilustrado na Figura [1.1(a)|
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s1(t) —> —> 11 (1) s(t—1) Al

52 (t) f) A ﬁlé(t) : : x(t)

: . s(t — K +1)
sy (t) —> —> ) (1) —> Ak
(a) Modelo de composigao instantineo (b) Modelo de composigao convolutiva.

linear.

Sl(t) —>

S9 (t) —.) A xg(t)

l’l(t)

sn(t) —> ez (t)

(¢) Modelo de composigao pos-linear.

Figura 1.1: Modelos de composi¢ao de fontes.

Uma extensao natural consiste em considerar um modelo de composi¢cao dinamico,

ilustrado na Figura(l.1(b)| também conhecido como modelo convolutivo:

0-3

n=1 k=0

K-1

(]

A (K)sp(t — k), m=1,..., M. (1.3)

Pode-se representar a equagao (|1.3) de forma matricial:

K—1
x(t) = Ays(t — k), (1.4)

k=0
no qual Ay = [am,(k)],,, ¢ a matriz de composigao convolutiva com m = 1,...,M e
n =1,...,N. Esse modelo é mais adaptado para casos em que ocorre o fenémeno de

reverberacao, frequente em problemas de acustica (COMON; JUTTEN, 2010). Nota-se
que o modelo linear instantaneo é um caso especial do modelo convolutivo quando K = 1.

O artigo de (TALEB; JUTTEN] [1999) foi um dos primeiros trabalhos a investigar o
modelo nao-linear de composicao de fontes, no qual a aplicagao A na equagao é
nao-linear. Neste artigo, os autores consideraram um modelo nao-linear particular, co-
nhecido como post-linear mizture, formado por um modulo linear, seguido por um moédulo
nao-linear, como ilustrado na Figura A relacao entre as fontes e as observagoes é

dada pela equacao

Lo (1) = fim (Z amnsn(t)) ., om=1,..., M, (1.5)

n=1
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no qual f,,(-) € uma fungao inversivel, derivavel e nao-linear.

Neste trabalho, seré investigado principalmente o sistema linear instantaneo, devido a
sua vasta gama de aplicacoes e simplicidade do modelo e notagao. Ruidos e interferéncias
nao serao considerados nas equagoes dos modelos de composicao de fontes. Apesar disso,

na pratica a presenca deles é inevitavel, podendo reduzir o desempenho dos métodos de
SCF.

1.2 Estratégias de separacao de fontes

A fim de estimar o vetor s(t), supoe-se ter conhecimento de A. Se a aplicacao A é inver-
sfvel, pode-se estimar as fontes simplesmente calculando A~ (x(¢)). Como consequéncia
da inversibilidade de A, afirma-se que M > N. Caso o problema seja sub-determinado, ou
seja, M < N, entao seria impossivel inverter A. Na pratica, nao se tem conhecimento da
aplica¢do A. Quando se deseja recuperar as fontes s(t) conhecendo apenas x(t), trata-se
de um problema inverso (STARCK; FADILI, 2009). Se este problema nao possui uma
tnica solucdo estével, ele é mal-posto. E facil ver que a SCF é um problema inverso
mal-posto, pois existem infinitas solugoes para a equacao .

Uma forma de solucionar um problema inverso mal-posto é a regularizagao, que
consiste em usar informacoes a priori sobre as fontes para reduzir o espaco de solugoes
possiveis. Uma condicao a priori comumente usada em problemas de SCF é a inde-
pendéncia estatistica entre as fontes (COMON] |1994). Dessa forma, dentre as possiveis
solucoes, busca-se uma aplicacao H que aproxima A~!, de forma que a independéncia
entre os elementos de §(t) = Hx(t) seja maxima. Um método bastante utilizado em se-
paracao fontes, conhecido como Independent Component Analysis (ICA), é baseado nesse
principio de regularizacao.

A independéncia estatistica entre as fontes pode ser uma condi¢ao muito restritiva em
alguns problemas. Porém, nesses casos, é possivel que elas sejam ao menos descorrelacio-
nadas (PEDERSEN et al., 2007)). Todavia, a descorrelacao entres as fontes por si propria
nao ¢é suficiente para a separagao das fontes em muitos casos. Juntamente com a descor-
relagao, alguns trabalhos supdem: sistema de composi¢gdo com fase minima (GERVEN;
COMPERNOLLE] 1995), nao-estacionaridade das fontes (WEINSTEIN; FEDER; OP-
PENHEIM| [1993)), ciclo-estacionaridade (SHAMSUNDER; GIANNAKIS| 1997)), fontes
coloridas (GOROKHOV; LOUBATON]| [1997)), dentre outras condigoes.

Novas estratégias de separagao de fontes tém sido estudadas nos ultimos anos. Em
(KIM; LEE; LEE, 2006)), os autores propdem uma extensao do modelo , que consiste
em considerar vetores aleatorios, diferentemente do modelo classico composto de variaveis
aleatorias. Dessa forma, cada fonte é representada por um vetor, dando nome ao método
Independent Vector Analysis (IVA). Nesse modelo, os elementos de fontes distintas sdo

independentes, enquanto os elementos da mesma fonte sao altamente dependentes. Por-
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tanto, a SCF é realizada maximizando a independéncia entre as fontes vetoriais. Outras
novas estratégias utilizam tensores, uma estrutura matematica multidimensional que
generaliza as matrizes. No artigo (CICHOCKI et all 2014)), o autor comenta algumas
decomposigoes tensoriais e compara a performance delas no problema de SCF. A decom-
posi¢ao Block Term Decomposition (BTD) (LATHAUWER) 2008) é bem adaptada para
separar sinais que podem ser expressos como exponenciais oscilatorias (LATHAUWER|
2011), sendo interessante em aplicagoes de processamento de sinais biomédicos. Uma das
grandes vantagens das ferramentas tensoriais advém do fato de suas decomposigoes serem
essencialmente tnicas E] com condi¢oes nao tao restritivas, se comparadas as decompo-
si¢goes matriciais. Na Segao [3.5] a decomposigao BTD e outras técnicas de SCF serao

apresentadas mais detalhadamente.

1.3 Aplicacoes

A SCF por ser um problema geral possui varios campos de aplicagao, tais como en-
genharia biomédica, sistemas de telecomunicagoes sem fio, processamento de imagens,
acustica, dentre outros. Em razao dessa pluridisciplinaridade, a SCF tem recebido bas-
tante atencao de pesquisadores, que desejam desenvolver algoritmos que oferecam uma
melhor qualidade na estimagao das fontes. Alguns exemplos de aplicagao da SCF serao
discutidos nesta secao.

Uma das primeiras aplicagoes da SCF data de 1981 no campo da neurociéncia, espe-
cificamente no problema de decodificagao motora de vertebrados (ROLL; [1981; (COMON;
JUTTEN] [2010)). Essa decodificagao é feita por meio da anéalise da contracao de fibras
musculares, coordenada pelo cérebro por meio de duas terminagoes nervosas: a primaéaria e
a secundaria. E possivel observar experimentalmente alguns padroes nos sinais bioelétri-
cos f1(t) e fa(t) que transitam na terminacao priméaria e na secundéria, respectivamente.
Observou-se que esses padroes variam de acordo com a posigao angular p(t) do alonga-
mento muscular e a velocidade angular v(t) = df;—iﬂ. Visando determinar uma relacao entre
os sinais das terminagoes nervosas e os parametros p(t) e v(t), os autores propuseram o

seguinte modelo:
S1(t) = anv(t) + axzp(t)
Jfa(t) = azv(t) + azp(t)

no qual a;;, v(t) e p(t) com ¢,j = 1,2 sao desconhecidos. A solugdo deste problema
consiste em considerar v(t) e p(t) independentes, e, assim, calcular uma transformagao
que estime v(t) e p(t) a partir de fi(t) e fa(t). Quando se trabalha com sinais de origem

biologica, é importante verificar se as suposicoes feitas sao biologicamente validas. Apesar

!Quando uma decomposicio apresenta indeterminacoes como escala ou permutacio, diz-se que a
decomposicao é essencialmente tnica.
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Figura 1.2: Ilustragao do cocktail party problem, no qual varias fontes distintas sao
captadas pelos receptores.

da relagao temporal entre v(t) e p(t), os autores apresentaram argumentos que indicam a
independéncia mutua entre essas fontes, permitindo a separagao delas.

Apesar das primeiras ideias de separagao de fontes terem surgido na década de 80, o
problema pratico que melhor ilustra a ideia da SCF foi discutido na década de 50 por Colin
Cherry (CHERRY], 1953). Ao estudar reconhecimento de fala utilizando dois microfones,
Cherry considerou o cenario em que varias pessoas falam ao mesmo tempo, chamando-o de
cocktail party problem, como ilustrado na Figura[l.2] Do ponto de vista de processamento
de sinais, esse é um problema dificil, pois devido a grande quantidade de classes de sinais
acusticos, é dificil propor um modelo de separacao de audio geral. As duas classes de
sinais actsticos mais analisadas sdo os sons musicais e a fala. Em (SMITH; LUKASIAK;
BURNETT] 2006)), concluiu-se que as amostras de uma fala tornam-se mais independen-
tes & medida que a quantidade de amostras aumenta. Por outro lado, em (ABRARD;
DEVILLE, 2003)), observou-se que sinais musicais sa@o altamente correlacionados conside-
rando poucas amostras. A validade da hipotese de independéncia para sinais actisticos
foi discutida em (PUIGT; VINCENT; DEVILLE| 2009) utilizando algumas medidas de
independéncia. Concluiu-se experimentalmente, em sintonia com (SMITH; LUKASIAK;
BURNETT] 2006; ABRARD; DEVILLE, 2003), que para sinais actsticos com pequena
duragao, essa hipotese nao é valida no dominio do tempo. Todavia, ela se verifica para
sinais de longa duragao. Para o caso em que a independéncia nao ¢ valida, pode-se usar
métodos como sparse component analysis (SCA) (BOFILL; ZIBULEVSKY] 2001)) e non-
negative matriz factorization (NMF) (WANG; PLUMBLEY|, 2005).

Uma area que cresceu bastante gracas ao avango das técnicas de processamento de
sinais ¢ a engenharia biomédica. Em 1924, o médico alemao Hans Berger conseguiu

medir a atividade elétrica cerebral posicionando eletrodos na cabeca dos seus pacientes.
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A representagao temporal dessa atividade foi chamada de eletroencefalograma (EEG).
Hoje o EEG é bastante utilizado pois oferece uma visao geral da atividade cerebral a um
baixo custo operacional. Além disso, algoritmos de processamento de sinais permitem
a interpretacao de EEG, ajudando neurologistas a darem um diagndstico mais preciso.
Na década de 60, equipamentos de medicao de campos magnéticos foram criados, usados
para medir a atividade magnética cerebral, criando, assim, o exame chamado magneto-
encefalograma (MEG). Técnicas de SCF sao usadas em sinais EEG e MEG para detecgao
e remogao de artefatos, analise de resposta a eventos e remocao de ruidos (COMON;
JUTTEN] 2010). Também é possivel analisar a atividade elétrica do coragao por meio de
eletrodos posicionados na superficie do corpo, resultando no ECG. Este exame é bastante
utilizado na pratica médica, pois assim como o EEG, seu custo operacional é baixo e
existem algoritmos de processamento de sinais eficientes que permitem a extracao de varias
informagoes sobre o estado de satde do paciente. Utiliza-se a SCF em ECG basicamente
para remogao de ruido e separacao de diferentes fontes bioelétricas do coragao, como a
atividade atrial e a atividade ventricular (SORNMO; LAGUNA, 2005).

Sistemas de telecomunicagoes sem fio no cenario multiusuario geralmente sao represen-
tados por modelos multiple-input multiple-output (MIMO) (ZARZOSO; NANDI, 2004)).
Geralmente se utiliza um modelo de composicao convolutiva para representar a transmis-
sao de simbolos por um canal MIMO. A estimagao desses simbolos pode ser realizada
por meio da SCF, que, nesse contexto, é chamada de equalizagao cega. Uma vantagem
dos métodos cegos é a estimacao das fontes sem a necessidade de sinais de referéncia
(sequéncia piloto), aumentando a eficiéncia no uso da banda disponivel. Varios métodos
de equalizacao cega foram propostos baseados em diferentes estratégias, como: cons-
tant modulus (CM) (GOOCH; LUNDELL, 1986), nao-estacionaridade (AGEE; SCHELL;
GARDNER; (1990), nao-Gaussianidade (DOGAN; MENDEL, [1994) e alfabeto discreto
(TALWAR; VIBERG; PAULRAJ, |1993).

Nesse capitulo, alguns conceitos bésicos do problema de separagao cega de fontes
foram introduzidos. Os trés modelos de separacao de fontes foram discutidos, juntamente
com algumas estratégias e campos de aplicagao. No préximo capitulo, as ferramentas

matemaéticas necessarias para a compreensao desses métodos serao apresentadas.



2. FERRAMENTAS MATEMATICAS

2.1 Introducao

Em processamento de sinais, ¢ comum o desenvolvimento de modelos matematicos
que expliquem o comportamento de sinais e sistemas. Neste Capitulo serao apresentadas
algumas ferramentas matematicas que possibilitarao o desenvolvimento de modelos para
a SCF. As estatisticas de ordem superior (EOS), que serdo apresentadas na Secao ,
sao fundamentais para os métodos de SCF e podem ser naturalmente representadas atra-
vés de tensores. Por isso, introduz-se o conceito de tensor e algumas notagoes na Secao
2.2l Da mesma forma, a Teoria da Informagao fornece um insight dos sinais que ajuda
no desenvolvimento de métodos de separagao de fontes, sendo apresentados na Segao [2.4]
Frequentemente é preciso otimizar fun¢oes objetivos para se encontrar a separagao de fon-
tes 6tima. Dessa forma, adota-se alguns algoritmos de otimizagao numérica, apresentados
na Segao [2.5]

2.2 Tensores

Tensores constituem uma ferramenta matemaética introduzida no século XIX no con-
texto do calculo diferencial, sendo bastante utilizada na Fisica para representar leis inde-
pendentemente do sistema de coordenadas (COMON| 2014). Um tensor é definido como
um operador multilinear que transforma um espaco linear em um outro espago também
linear. Da mesma forma, ele também pode ser interpretado como um array multidimensi-
onal de dados. A ordem N de um tensor corresponde ao niimero de indices dos elementos
desse array. Portanto, uma matriz A € R’/ ¢ um tensor de segunda ordem. A Algebra
Linear, fundamentada em vetores e matrizes, ¢ um campo de estudos desenvolvido, bas-
tante utilizada em diversas técnicas na Engenharia. Por outro lado, a Algebra Multilinear,
campo da matematica que estuda os tensores de ordem superior (N > 2) ainda esta em
desenvolvimento (KOLDA; BADER,, 2009; [CICHOCKI et al.; 2014)), sendo cada vez mais
utilizado em diversas aplicagoes, como a SCF.

Seré visto adiante que EOS sao naturalmente representadas por tensores. Visto que
varios métodos de SCF utilizam EOS, é necessario introduzir algumas ferramentas ten-
soriais. O produto externo entre dois tensores de ordem N e M A € RIV2x.xIn ¢
B € R71*/2%-%Iu regulta em um tensor C = Ao B de ordem (N + M) definido da seguinte

forma:

Civig...inj1jo.jm — ailig..‘inbjljg‘..jma (2-1)
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no qual i iy ivjijo.jm> Qirig.in € Ojija..jn TEPTESEntam, respectivamente, os elementos de C,
A e B. Pode-se multiplicar o tensor A por uma matriz por meio do produto no modo-n.
Seja uma matriz U € R/ entdao o produto no modo-n, representado por A x, U, é
definido como
I,
(Axa U)o o= Y Tiiyin Ui (2.2)
in=1

Nota-se que o tensor resultante possui dimensoes (I1 X lo X ... X I, 1 X J X L1 1 X ... X Iy).

Utilizando a notacao “:” para denotar variacao de todos os elementos do indice re-
presentado, pode-se definir alguns sub-tensores. Slices de um tensor sao obtidos fixando
todos os indices exceto dois, resultando em matrizes. Por exemplo, os slices de um ten-
sor de terceira ordem X € R/ sjo definidos como X;. € R2*s X, € RI*5s ¢
X., € RIx2 Fibers sao definidos fixando todos os indices exceto um, resultando em
vetores. Utilizando o mesmo exemplo do tensor de terceira ordem, seus fibers sao repre-
sentados por xj, € R x;, € R2*! e x;;, € RIsxL,

Tensores possuem diversas definigdes de rank (KOLDA; BADER] 2009). Um tensor
de rank unitario de ordem N é aquele definido pelo produto externo de N vetores. Por
exemplo, X' possui rank unitario se ele puder ser escrito da forma X = a; o ay 0 a3, no
qual a; € R a, € R7*! e ag € REX!. O rank de um tensor é definido como o menor
ntimero R de tensores de rank unitario que, somados, resultam nesse tensor. E importante
enfatizar que o esse rank nao é limitado pelas dimensoes do tensor, ao contrario do caso
matricial. Existem alguns resultados que conseguem limitar o rank em algumas dimensoes
especificas dos tensores. Uma outra caracteristica interessante é que o rank de um tensor
pode ser diferente se calculado em R ou em C.

Em varias aplicagoes, busca-se decompor tensores a fim de observar algumas carac-
teristicas latentes dos dados armazenados nessas estruturas. A decomposicao PARAllel
FACtors de A, um tensor de ordem N, é definida como a combinagao linear de tensores

de rank unitarios:

R
A= Z ApHopPo. . op™), (2.3)
r=1

no qual py(«") € Ri»" ! paran=1,2,...,N, A\, ERe R éo rank de A. Pode-se escrever o
modelo ([2.3)) utilizando o produto de modo-n (KOLDA; BADER] 2009):

A=D x; PY x, PO xyPW), (2.4)

no qual D & um tensor diagonal formado por {1, As, ..., Ag} e P®™ = [p{™ p{ pg)] .
InxR
Essa decomposicao ¢é ilustrada na Figura [2.1| para um tensor de terceira ordem.

A decomposicio PARAFAC de um tensor 7~ € RI1*/2%--*IN pode ser calculada resolvendo-
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Figura 2.1: Decomposigao PARAFAC para um tensor de terceira ordem com dimensoes
([1 X [2 X Ig)

se o seguinte problema de otimizacao:

min |7 =D x; PY x, PO xy PWY| (2.5)
P . PWV)
no qual || - || é a norma de Frobenius. Nota-se que (2.5) é um problema de otimizacao

nao-linear. Um dos métodos mais simples para resolver esse problema consiste em dividi-
lo em vérios sub-problemas lineares e resolvé-los de forma alternada. Essa abordagem é
conhecida como Alternating Least-Squares (ALS). Na Subsecao , o ALS sera melhor
detalhado no contexto de decomposicao matricial. Apesar de ser conceitualmente simples
e possuir baixo custo computacional, o ALS nao é muito atrativo em relagdo a conver-
géncia, pois ela nao é garantida. Todavia, outros métodos mais robustos foram propostos
(TOMASI; BRO, [2006)), apresentando melhores resultados de convergéncia.

2.3  Momentos e cumulantes

Seja x uma variavel aleatoria real com uma fungao distribuigao cumulada Fx(u) =

Pr(z < u). A sua func¢do densidade de probabilidade ¢ dada por

_ dF,(u)

folw) = =22,

no qual fy(u) > 0Vue [* f.(u)du = 1. A primeira fungao caracteristica de z ¢
(LACOUME et al., 1997)

®,(v) =E [e7"] (2.6)
= / e I £, (u)du (2.7)
no qual j2 = —1 e E[] é o operador esperanga. Observa-se que a primeira func¢ao carac-

teristica de = é a transformada de Fourier da sua fungao densidade de probabilidade. A

segunda funcgao caracteristica de = é definida como o logaritmo natural da primeira
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funcao caracteristica:

W, (0) = In (8, (v)). (2.8)

fa(ry = B [27] (2.9)

e o momento de r-ésima ordem centrado

Hoy = E [(& = 1ay)'] (2.10)

no qual fi,(1), 0 momento de primeira ordem, ¢ também chamado de média de x. Para
verificar a relacao entre a primeira funcao caracteristica e os momentos de x, primeiro
calcula-se a expansao de Taylor de e 7% = "> %ﬂ centrada em zero e a substitui
em (|2.6):

Ele] = 3 T gl (2.11)

= d"d,(v) V"
O, (v) = - 2.12
(v) Z dv" o ! ( )
r=0 v
Como as equagoes ([2.11) e (2.12) sdo equivalentes, entdo tem-se que
d" ®,(v)
o) = Elz"] =77 : 2.13
Hatr) = Elo’] = J" — . (2.13)
De forma semelhante, define-se o cumulante de r-ésima ordem de x como
av,
Koy = Cumlz, z,...,x] = 5" d0s(v) (2.14)
dv” v=0

As equagoes e relacionam os momentos e os cumulantes de x com as suas
duas funcoes caracteristicas. Dessa forma, pode-se afirmar que uma varidvel aleatoria é
completamente caracterizada por suas fungoes caracteristicas (LACOUME et all 1997)).

Uma relagao direta entre os cumulantes e os momentos de x pode ser encontrada

desenvolvendo o valor esperado implicito em (2.8)). Assim, obtém-se as seguintes relagoes:

Ra(1) = Hax(1),
Rz(2) = Hz(2) — Miu),
Kx(3) = Ma(3) — Sfa(1)Ma(2) T 2#2(1)7

Ka(a) = Ma(a) — @) la) — Sty + 120a(2) M) — 6#216(1)-
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Quando a varidvel aleatoria ¢ centrada, ou seja (1) = 0, entao as relagoes acima tornam-

se:
Ka(1) = 0, (2.15)
Fao(2) = El27], (2.16)
(s = El2’], (2.17)
Ko(e) = E[z?] — 3E[2%)? (2.18)
Identifica-se rapidamente nessas relacoes a variancia var(z) = ky). A assimetria é

definida como o cumulante de 3% ordem centrado normalizado pela 1,5-ésima poténcia

do cumulante de 22 ordem
E[z?]

0 = B

(2.19)

A assimetria é nula se a fun¢ao densidade de probabilidade de x possui um eixo de simetria.
Quando x possui uma distribuicao Gaussiana, a sua segunda funcao caracteristica é

dada por

Wa(0) = Gyt — e (2.20)
Observa-se que os seus cumulantes de ordem superior a 2 sao nulos, assim uma varia-
vel Gaussiana é completamente caracterizadas pela suas estatisticas de segunda ordem
(LACOUME et al., 1997). Dessa forma, possuir cumulante de 4* ordem nulo é um re-
quisito para que uma variavel seja Gaussiana. Para verificar isso, utiliza-se normalmente

o cumulante de 4% ordem centrado e normalizado, a curtose:

Koy = _ 3. (2.21)

Uma distrubuicao de probabilidade é sub-Gaussiana quando ela possui curtose ne-
gativa, sendo “plana” ao redor da média. Por outro lado, quando a curtose é positiva,
a distribuicao de probabilidade é dita super-Gaussiana, apresentando uma distribui-
¢ao com um pico agudo ao redor da média. Na Figura observa-se uma distribuicao
Laplaciana com curtose = 3, sendo entao super-Gaussiana. Também observa-se uma
distribuicao de Wigner com curtose = -1, sendo sub-Gaussiana.

Agora considera-se o caso multidimensional com o vetor aleatorio de ordem N
]T

X = [Tiy, Tigs - - Tin]

no qual z; , para n = 1,2,..., N sdo variaveis aleatorias centradas. A sua primeira
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Figura 2.2: Densidades de probabilidade de Laplace, Wigner e normal.

funcao caracteristica conjunta é dada pela relagao (LACOUME et al., |1997)
&, (v)=E [e—jVTX} (2.22)

- / e~V (u)du (2.23)
RN

T ) ~ ) . .
no qual v = [v;,, Uy, ..., 0] € fx(u) éafuncdo densidade de probabilidade conjunta de x.
De forma analoga ao caso unidimensional, observa-se que a primeira funcao caracteristica
conjunta de x é a transformada de Fourier multidimensional da sua funcao densidade de

probabilidade conjunta. A segunda equacao caracteristica é definida como
U, (v) = Indy(v). (2.24)

Expandindo a série de Taylor de e=IV"* a0 redor de v = 0, e substituindo-a em 1}

obtém-se de forma semelhante ao caso univaridvel os momentos

ON®, (v)
N x
Iu 122 N j 6,07;181)2'2'“0,01'1\] o [I' 1x2 wN] ( )
De forma anéloga, os cumulantes sao definidos como
, ONW, (v)
I{xilig...iN = .]N avilaviQ o a'UiN v—o = Cum [Iil‘riZ e IiN] . (226)
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2.3.1 Propriedades

Momentos e cumulantes podem ser naturalmente representados por tensores (MC-
CULLAGH, 1987). Define-se o tensor de momentos de N-ésima ordem de x como

Mch) = Hxiyig..iy = E [xlx? Tt xN] ) (227)

N
no qual MY ¢ RN*Nx-xN Dy mesma forma, define-se o tensor de cumulantes de
N-ésima ordem de x como

C)((N) = Rxijig...ixy — Cum [xla Lo, ... ,LUN] : (228)

Essa representacao tensorial permite a observagao de algumas propriedades dos momen-
tos e cumulantes. Primeiramente, mostra-se (NIKIAS; MENDEL| 1993; LATHAUWER;
MOOR; VANDEWALLE| 2000) que os esses tensores sao simétricos, ou seja

(MO, s = MD) (2.29)
(CXN))ilw iN - (CXN))P(Z'U'Q‘..Z'N) (230)

no qual P é uma permutagao de indices.

Uma segunda propriedade diz respeito a multilinearidade dos momentos e cumulantes.
A fim de ilustragao, considera-se o seguinte exemplo. Sejam dois vetores aleatorios x €
RY*1 e y € RM*! relacionados pela transformagao linear y = Ax, no qual A = [a;;],,, v
é um operador linear. Entao os momentos e cumulantes de y sao funcoes lineares de
cada a;;, sendo assim estatisticas multilineares em a;;. Nesse caso, a primeira fungao

caracteristica conjunta de y é
(Py(V) =K 6_jva]
K 'e—jvT<Ax)}

_E _e—ij(ATV)}

=, (ATv). (2.31)

Os cumulantes de terceira ordem de y sdo obtidos substituindo a equagao (2.31) em
(12.26)):
Cum [yia ij yk] - Z aimajnakpcum [Ima Tn, xp] . (232)

m7n7p

Identifica-se a equacao (2.32)) como trés produtos modo-n (2.2)) consecutivos. Utilizando
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a notagao tensorial, reescreve-se a equagao ([2.32)) como:
CPF =CP x1 A xs A x5 A. (2.33)

Adotando-se 0 mesmo raciocinio acima, pode-se generalizar essa propriedade para o caso
de ordem N para momentos e cumulantes (LATHAUWER; MOOR; VANDEWALLE;,
2000):

MM = MM x; A xy Al xy A (2.34)
CM =M X1 A xa A xy A, (2.35)

A terceira propriedade é relacionada & independéncia das observacoes. Seja z =

T
x Y]
X ey. Se x e y sao estatisticamente independentes, entao a funcao densidade de proba-

um vetor aleatorio formado pela concatenacao de outros dois vetores aleatorios,

bilidade conjunta de z pode ser escrita da seguinte forma:

fz(u,v) = fX,y(u7 V) = fX(u)fV(V)' (236)

Substituindo a relacao (2.36)) na definicao de primeira equacgao caracteristica conjunta

£22), tem-se

P, (u,v) = /_OO /_00 fxy(u, v)e_j(xT“+yTV)dudv (2.37)
= /_OO fr(w)e ™ "du /_00 fy(v)e’ij"dV (2.38)
= &, (u)Py(v) (2.39)

Aplicando o logaritmo natural na equagao (2.39)), tem-se
W, (u,v) = Wy(u) + Ty (v). (2.40)
Dessa forma, os cumulantes de z sao

Razi1,...in,j1oniym = Cum [xil’ <o Lips Yjis e 7yj'm] (2'41)
"
(9ui1 c auin(%jl ce 8vjm

(Wy(u) + Py (v)] R (2.42)

=4

no qual 7 = n+m. O cumulante (2.41)) é nulo sempre que um dos i, e um dos ji sao
nao-nulos simultaneamente, zerando a derivada parcial dessa equacao (MCCULLAGH,
1987; LACOUME et all [1997). Dessa forma, os cumulantes cruzados de dois vetores

independentes sao nulos.



2.3. MOMENTOS E CUMULANTES 28

2.3.2 Estimacao de momentos e cumulantes

Em situacoes praticas, deseja-se calcular as estatisticas de sinais a partir de suas
amostras utilizando estimadores. O viés de um estimador § de uma variavel aleatoria 6
¢ definido como B(f) = E[f] — 6. O viés mede a distancia entre a média da colecao de
estimativas e o valor a ser estimado. O estimador 0 sera nio-enviesado quando E[@A} =0.
Como o viés de um estimador esta ligado a qualidade deste, sempre se busca um estimador
com o viés minimo.

Seja x uma variavel aleatoria unidimensional centrada e x,, 1 < n < N a n-ésima

realizacao de x. Um estimador nao-enviesado do momento de r-ésima ordem de z ¢ dado

por
L N
ﬂ(r) = N Z Ty (243)
n=1
Observa-se facilmente que esse estimador ¢ nao-enviesado, pois E[fi)] = ().

Em relacao a estimacgao de cumulantes de uma variavel aleatoria centrada, utiliza-se a

relagoes teoricas (2.15))-(2.18). Um estimador do cumulante de quarta ordem centrado é

iy = fugay = 3fify) (2.44)

1§: 3 ﬁ:
— 4 2,.2
i=1

1,7=1
Desenvolvendo a equagao (2.45)) e aplicando o operador esperancga, obtém-se

Ry + 240y

I (2.46)

E[I%(4)] = /{(4) — 3

Constata-se facilmente que esse estimador é enviesado. Entretanto quando N — oo, ele se
torna nao-enviesado. No caso de poucas amostras, o viés é consideravel. Um estimador de
cumulante ndo-enviesado, chamado de k-estatistica (MCCULLAGH| 1987; LACOUME
et al., 1997)), é definido como

N
N N 2
by = oo + ng VD zxgx (2.47)

Uma vez calculado /;:(4), pode-se obter a curtose através da seguinte equagao:
Ky = figa) [ fify). (2.48)

m (MCCULLAGH, |1987), o viés de (2.48)) é discutido juntamente com o seu compor-
tamento diante de variaveis Gaussianas. Nesse caso, o valor esperado da curtose é nulo.

Apesar da simplicidade e da eficiéncia dos métodos de separacao de fontes baseados em
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cumulantes de ordem superior (Capitulo [3), os geralmetne os estimadores de cumulan-
tes s@o sensiveis a outliers (HUBER) 1985)), indicando uma sensibilidade desse tipo de

algoritmo.

2.4 Teoria da Informacao

Uma outra forma de se descrever um conjunto de dados é por meio da sua quantidade
de informagao (COMON; JUTTEN, [2010). Essa abordagem, também conhecida como
Teoria da Informacao, fundamenta-se na medida de informacgao por meio da entropia,
definida como a média de informacao de uma variavel aleatéria. Seja x uma variavel
aleatoria com valores discretos {z1, zs, ...} com fun¢ao densidade de probabilidade f,(-).

A sua entropia é

H(x) = - Z fuo(w:) log fo(x). (2.49)

Quanto maior a entropia de uma varidvel aleatoria, maior sera incerteza contida nela.
Considerando agora x uma variavel aleatéria continua com funcao densidade de probabi-

lidade p,(+), define-se a entropia diferencial
S(z) = —/px(u) log p,.(u)du. (2.50)

Seja um vetor aleatério x = [z1,xq,. .. ,J;N]T com funcao densidade de probabilidade

multivariada px(-), entdo a sua entropia diferencial é definida como

S(x) = —/px(x) log px(x)dx. (2.51)

A informagao muatua (IM) de um vetor aleatorio x ¢ uma medida de independéncia
mitua das componentes deste vetor (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA, 2004). Ela é

definida como

I(x) = / px(u) log [%] du, (2.52)

no qual u = [uy, us, . .. uy|", px(-) € a funcéo densidade de probabilidade conjunta do vetor
aleatorio x e p,,(+) ¢ a fungao densidade de probabilidade marginal das suas componentes.
Se as componentes de x forem mutuamente independentes, entdo pyx(u) = [[, ps, (wi) €
I(x) = 0. A divergéncia de Kullback-Leibler, uma medida de “distancia” entre duas

distribui¢oes de probabilidade, é definida como

pu(u)

no qual pa(-) e pp(-) denotam a fun¢ao densidade de probabilidade conjunta dos vetores

K (palpy) = / Pa(u) log [pa(u)} du, (2.53)
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a e b, respectivamente. Nota-se, que a IM pode ser escrita como uma divergéncia de
Kullback-Leibler:

100 = Kol [ 1) (254)

Um outro conceito importante neste trabalho ¢ a negentropia. Ela mede a dife-
renca de entropia diferencial entre um vetor aleatério x e outro x4, com distribui¢ao de

probabilidade conjunta Gaussiana:
J(x) = S(x,) — S(x). (2.55)

Essa medida é feita em relacao a um vetor Gaussiano pois para uma variavel aleatoria de
variancia unitaria cuja densidade de probabilidade é definida em todo espago real, a densi-
dade Gaussiana proporciona entropia diferencial maxima (HYVARINEN; KARHUNEN;
OJA||2004). Dessa forma, pode-se utilizar essas variaveis como referéncia em entropia. Se
J(x) = 0, entao o vetor x é Guassiano. Em (COMON| 1994), Pierre Comon demonstra

a seguinte relacao entre informacao mutua e a negentropia:
I(x) = J(x) = > J(x:). (2.56)

Essa relagao sera tutil no proximo Capitulo ao se derivar métodos de separacao de fontes.

2.5  Otimizacao numérica

Os métodos de SCF sao derivados de problemas de otimizagao que visam minimizar
ou maximizar uma certa funcao objetivo f : R¥*! — R. Admite-se nesta secdo, sem

perda de generalidade, que se busca o ponto 6timo x* € RV*! tal que
x* = argmin f(x). (2.57)
X

Uma estratégia para resolver esse problema de otimizacao, chamada de busca linear,
consiste em buscar o ponto 6timo em uma dire¢do pi de forma iterativa (NOCEDAL;

WRIGHT, [2006). Essa busca é feita através da seguinte equagao:

Xi+1 = Xg + Pk, (2.58)

no qual p; € um fator de passo tal que
ngiﬂ f(Xk + pxpr)- (2.59)

E preciso escolher uma direcdo pj, que garanta o decréscimo na funcio f. Os diferentes
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métodos baseados nessa estratégia diferem na direcao p; adotada e na forma de calcular
M-

A primeira dire¢ao a ser considerada é a descida mais ingreme (steepest descent) py =
—Vf(x). Essa direcao é simples de se calcular, pois ela requer apenas o calculo do
gradiente V f(x). Por outro lado, ela pode convergir para um minimo local e ser bastante
lenta em um ponto de cela. O fator de passo uy deve ser escolhido de tal forma que
obedega as condigoes de Wolfe (NOCEDAL; WRIGH'T] [2006), garantindo decrésimo em
f(Xg41). Porém, é possivel calcular py, de forma 6tima a cada iteragdo, assim como é feito
no algoritmo RobustICA (Subsegao [3.4.2)).

Uma alternativa ao steepest descent & a direcao de Newton. Seja a aproximacao de

segunda ordem de f(x; + p) pela expansao de Taylor:

1
my(p) = fu + P Vi + §pTV2 fip. (2.60)

Assume-se que V?2f;, é positiva definida. A direcdo de Newton é obtida calculando-se o

vetor que minimiza my(p). Calculando o gradiente de my(p), tem-se:

Vyie(p) = 22P) 261
=V /i + V2 /fip. (2.62)

Igualando o gradiente (2.62)) ao vetor nulo, tem-se:
pr = V[ 'V (2.63)

Normalmente, no método de Newton, faz-se pp = 1 para todo k. A vantagem do mé-
todo de Newton é que ele geralmente apresenta taxa de convergéncia quadratica. Em
contrapartida, ¢ preciso calcular o Hessiano V2f;, que pode apresentar um alto custo
computacional.

Quando o Hessiano nao é uma matriz positiva definida, pode-se utilizar uma aproxi-
macao B, do Hessiano, constituindo os métodos quasi-Newton. A direcao quasi-Newton
é pgN = —B,;lv fx. Normalmente se impoe algumas restrigoes como: By, deve ser
simétrico, (Byy1 — Bg) deve possuir rank pequeno e By 18, = yy, no qual sy = x11 — X,
e yr = Vfri1— Vfi. Unm algoritmo do tipo quasi-Newton popular é o algoritmo Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), em que a aproximacao do Hessiano é atualizada da
seguinte forma:

yky{ BkSkS;;FBk

B =B — . 2.64
kot B yisy sTBysy, ( )

Existem algumas variantes do algoritmo BFGS, como a versao de memoria limitada,

L-BFGS, adaptada para problemas com muitas variaveis. Os métodos estudados nessa
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Subse¢ao podem ser resumidos de acordo com o Algoritmo [I} Pode-se usar como critério

de convergéncia a seguinte relagao:

Pl <e

no qual € € um valor pequeno.

Entrada: Funcao f a ser minimizada e valor inicial xq.

Saida: Valor apds convergéncia x*

1. Inicializacao
o k<« 0.

2. Repita até a convergéncia:

Calcular diregao py.

Escolher ou calcular o fator de passo .

Atualizar utilizando a equagao ([2.58)).

k<+ k+1.

3. Retornar x* + x;.

Algoritmo 1: Algoritmo de busca linear.

Conclusao

Nesse capitulo algumas ferramentas matematicas fundamentais para o estudo de mé-
todos de separacao cega de fontes foram introduzidas. Duas medidas de “Gaussianidade”
foram definidas. A curtose, baseada no cumulante de quarta ordem, e a negentropia,
derivada de uma abordagem de teoria de informacao. Nos proximos capitulos, essas me-
didas serao utilizadas em métodos matemaéticos de separacao de fontes juntamente com

os algoritmos de otimizacao numérica aqui expostos.



3. METODOS E ALGORITMOS

3.1 Introducao

Como apresentado no Capitulo[l} a SCF consiste em recuperar fontes nao-observadas a
partir de um conjunto de observagoes provenientes da composicao dessas fontes. Como nao
se conhece nem as fontes e nem o sistema de composicao, é preciso assumir caracteristicas
e modelos que tentem descrevé-los. Uma vez que os modelos foram estabelecidos, propoe-
se uma estrutura de processamento e um critério de otimizagao, que, ao ser otimizado,
resulte na separacao das fontes. Finalmente se desenvolve um algoritmo que implemente
a otimizacao desse critério.

Neste Capitulo, serao apresentados modelos, estruturas, critérios de otimizagao, mé-
todos e algoritmos de SCF. Em relagao as fontes, sera assumido que elas saio mutuamente
independentes, nao-Gaussianas e assumem valores reais. Apesar dessas condigdes serem
matematicamente fortes, elas sao plausiveis em situagoes praticas, como sera visto no
Capitulo [l Além disso, a independéncia estatistica apresenta propriedades interessantes
para os métodos de SCF. Assume-se que as fontes serao misturadas por um sistema ins-
tantaneo linear. Dessa forma, as fontes podem ser recuperadas por meio de dois tipos
de estruturas de filtragem: multiple-input single-output (MISO) e multiple-input multiple-
output (MIMO). A primeira estrutura é associada a extragao de fontes, enquanto a outra
é relacionada a separacgao de fontes. Também é assumido que o niimero de sensores M é
igual ao nimero de fontes N, implicando que a matriz de composi¢ao pode ser inversivel.
Os critérios de otimizagao para essas estruturas vao se fundamentar na suposigao de fon-
tes independentes, explorando essa propriedade por meio da Teoria da Informagao (Secao
e de estatisticas de ordem superior (Segao . Apos a definigao de contrastes, serao
apresentados métodos algébricos e iterativos de SCF e por ultimo sera feito um rapido

estudo bibliografico sobre novas tendéncias nesse campo de estudo.

3.2 Contrastes

Em um problema de SCF, dado um conjunto de observagoes, procura-se saber se o
sistema de composicao pode ser identificado e se as fontes podem ser separadas correta-
mente. Fungoes de contraste oferecem uma resposta para essas duas questoes. Essas
funcoes sao definidas de tal forma que os seus méximos globais correspondam a separac¢ao
de fontes. Para isso, é preciso que elas obedecam a algumas condi¢oes que garantam a

consisténcia da solugoes. Essas condigoes serao discutidas na Subsecao a seguir.
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3.2.1 Extracao de fontes

A primeira estrutura de SCF a ser considerada neste trabalho consiste em um filtro que
extrai uma tnica fonte do conjunto de observacoes por meio de uma filtragem MISO. Seja
o modelo de composicao instantaneo e linear . Define-se o filtro extrator f € RM*!,
tal que a sua safda y(t) = f7x(t) corresponda a uma das fontes s,,(t) Vn, como ilustrado
na Figura [3.1] Costuma-se a relacionar a saida y(t) diretamente as fontes da seguinte

forma:

y(t) = fTx(t) = fTAs(t) = g’s(t),

no qual g = A”f ¢ chamado de filtro global. Quando um filtro possui apenas um tnico
valor nao-nulo, ele é chamado de filtro trivial. Portanto, para que o filtro global obtenha

apenas uma unica fonte, é preciso que ele seja trivial.

0
s A

x
Sl(t)—> !
2

sy (t) —> —
T ()
Figura 3.1: Tlustracao da composi¢ao de N fontes e extracao de uma fonte através do
filtro f.

O filtro extrator f 6timo ¢é obtido através da otimizagao de uma fungao contraste Y(-),
que deve obedecer as seguintes propriedades (COMON; JUTTEN, 2010):

1. Para todo filtro trivial g, existe uma fonte s;(t) tal que T (g”s) =T (s;(¢)). Assim,

a fungao Y(-) é invariante aos filtros triviais.

2. O efeito da composicao, representado por A em g = ATf, diminui a funcao contraste

T (g”s) < T (f's). Essa ¢ a propriedade da dominancia.

3. O maximo de T(-) deve ser atingido somente para filtros com a estrutura esperada:
T (g's) = T (7 ¢ trivial.
(g s) mlgx ( s) = g € lrivia

A propriedade da discriminagao impede que valores espurios sejam tidos como

solugao do problema.

Na Secgao seguinte, serao apresentados varios contrastes e métodos que também podem ser
utilizados para a extracao de fontes. Agora serd apresentado uma técnica para extragao
consecutiva de fontes conhecida como deflagao.

Suponha que uma fonte y;(t) = f7x(t) foi corretamente estimada através de um

método de SCF. Para se extrair as outras (N — 1) fontes, subtrai-se a contribuigao de
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y1(t) das observagoes x(t) da seguinte forma:

Xy (t) = x(t) = y1 () (1), (3.1)

no qual hy(t) = E[y; (¢)x(¢)] /E[y?(t)] é o vetor de regressao que minimiza o erro quadratico
médio de em relacao a hy(t) (COMON; JUTTEN] 2010). O tamanho do vetor
x}(t) pode ser reduzido, pois uma fonte foi extraida, reduzindo o rank da sua matriz de
covariancia. Isso pode ser feito por meio da sua Singular Value Decomposition (SVD),
retendo somente os (M — 1) valores e vetores singulares. O novo vetor de observagao é

dado por
Xa(t) = P1xi(t),

no qual Py é a matriz esquerda de vetores singulares da matriz de covariancia de x/ (t) com
o vetor singular menos significativo subtraido. Repete-se esse processo até a dimensao
de x,,(t) ser unitaria. Claramente, se todas as fontes forem sequencialmente extraidas,
logo a separacao de fontes foi realizada. De fato, essa é uma estratégia de algoritmos
de separagao de fontes. Com isso, enfatiza-se a diferenca entre extragao e separagao de

fontes.

3.2.2 Separacgao de fontes

Doravante, a notagao temporal sera ignorada a fim de nao sobrecarregar a notacao.
Uma alternativa a deflacao é a estimacao conjunta de todas as fontes, realizada por meio

RNXM

de um filtro separador B € com saida

y = Bx. (3.2)

Esse filtro possui M entradas e N saidas, sendo, assim, um filtro MIMO, como mostrado

na Figura[3.2] Substituindo (3.2) em (L.2), tem-se
y = BAs = Gs,

no qual G = BA ¢ o filtro global. A separagao de fontes realizada por meio de B sera
bem-sucedida se o filtro global G for um filtro trivial (COMON; JUTTEN] 2010), que no
contexto MIMO significa que é possivel decompo-lo em uma matriz de permutacao P e
matriz de escalas A, tal que G = PA. Portanto, diz-se que a separagao de fontes ocorreu
quando s e y forem diferentes apenas por fatores de escala e de permutacao.

O filtro separador pode ser encontrado através de estimacao de méxima verossimi-
lhan(;aﬂ (ML) (CARDOSO, [1998). Explorando a hipdtese de fontes independentes, sera

IEsse método consiste em buscar os parametros de um certo modelo que maximizem a sua verossimi-

lhanga (CARDOSO, [1998|).
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s1(t) —> e (1)
s2(t) —> A x2 (Q B —> 2 (t)
sy (t) —> QLM(;') —>yn(t)

Figura 3.2: Ilustracao da composicao de N fontes e separagao delas por meio de um
filtro B.

mostrado que a estimacao ML, é equivalente a um método baseado na Teoria da Infor-
macao. Finalmente, seré feito o link entre esses resultados de Teoria da Informagao com
a ICA (COMON;, |1994).

Considere que T realizagoes independentes do vetor observagao x distribuidas igual-
mente de acordo com a fungao densidade de probabilidade px(x;), sejam armazenadas
em uma matriz X = [x1,Xg,...,X7]. Como as realizagoes sdo independentes, entao
x(X) = Hthl p(x;). Parametriza-se essa probabilidade por meio da verossimilhanca,

definida como

pxia(A,x) = |detA| 'ps (A’lx) ; (3.3)

no qual ps(+) é a funcao densidade de probabilidade suposta das fontes. A log-verossimilhanga

¢é definida como

T
1
Lr(A,x) = = log [ [ pya(x)
t=1

T
1
-7 Z log px|a (x¢)- (3.4)
t=1

Observa-se que a equagao (3.4) ¢ a média amostral de logpyja(x), entao, pela Lei dos

Grandes Numeros, essa equagao converge para o seu valor esperado (CARDOSO, [1998)):

Loo(A,x) = / pa(x) log pya (x)dx. (3.5)

Fazendo pya(x) = Z);LAT)(()X)pX(X), tem-se que:

Lo(Ax) = / pa(x) log [p"'A(X) px(x)} dx

Px(x)

=~ [ peoos { () } ix+ [ o) tog ()i

px\A(X)
=K [px|px|A] — S(x), (3.6)

no qual K [-]-] é a divergéncia de Kullback-Leibler entre duas fun¢ao densidade de proba-

bilidade e S (-) é a entropia diferencial de uma fungao densidade de probabilidade.
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Pela equagao (3.2)), pode-se afirmar que py(y) = |detB|'px(B~'y). Considerando a
equagao (3.3)) e a propriedade da invariancia da divergéncia de Kullback-Leibler, tem-se

que (CARDOSO;, |1998)
K [pxlpxa) = K [pylps], (3.7)

no qual py(-) é a funcao densidade de probabilidade conjunta das saidas do filtro separador.
Portanto, maximizar a log-verossimilhanga L., implica em minimizar o desvio entre as
funcéo densidade de probabilidade das saidas do filtro e das fontes, medido por K [py |ps].
Isso é um resultado intuitivo, pois é natural que fontes estimadas corretamente sejam
distribuidas da mesma forma que as fontes. Baseado nesse resultado, propoe-se entao o

contraste de maxima verossimilhanca:

Tur(y) = K [pylps] - (3.8)

Minimizar esse contraste implica em procurar uma matriz inversivel B ~ A~! tal que a
distribuicao de A~'x seja proxima das funcao densidade de probabilidade supostas das
fontes, maximizando a ML do modelo.

Seja y um vetor aleatorio com a mesma dimensao de y. As componentes desse vetor
sao mutuamente independentes e distribuidas da mesma forma que as componentes cor-
respondentes em y. Prova-se (COMON| 1994) que para s independente, a equagao ([3.7))

pode ser decomposta em

Klpy|ps| = Klpy|py] + K[py|ps]- (3.9)

Como os vetores y e s sdo independentes, entao o segundo termo de (3.9) pode ser escrito

como

Klpg|ps| = /py(u) log [py(ll)] du

ps(u)

- [ 328

s, (1)
= Klpj,Ips,]

n=1
Entao a equagao (3.9) pode ser reescrita como

Klpylps] = 1(y) + ) Klpg,ps.): (3.10)

n=1

no qual I(y) é a informagao mutua (2.52)) de y, medindo o seu grau de independéncia. Por

outro lado, o segundo termo mede o desvio marginal das distribui¢coes das componentes
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dey es. Como py(u) = [, ps. (un), entdo a informacdo mitua de y pode ser reescrita

como

I(y) = / py(u)log [%] du

n=1 p:’}n

— /py(u) log py(u)du — Z/py(u> log py, (un)du
= Sly) = S (3.11)

Conclui-se pela equacao que minimizar a informacao mutua equivale a minimizar
a entropia marginal e maximizar a entropia conjunta de y.

A estimacao ML é bastante indicada quando se tem conhecimento a prior: da den-
sidade de probabilidade das fontes, pois além de explorar a hipotese de independéncia
das fontes, procura-se minimizar os desvios entre as distribui¢oes das fontes e das saidas
do filtro. Entretanto, muitas vezes nao se conhece as densidades das fontes, sendo isso
uma restricao do contraste ML. Uma alternativa consiste em utilizar apenas a informagao

mutua como contraste:

Tiu(y) = I(y). (3.12)

Uma operagao muito importante na separagao cega de fontes se chama branquea-
mento, que consiste em cancelar as covariancias cruzadas de um vetor aleatério, dia-
gonalizando a sua matriz de covariancia. Suponha que a matriz de composicao admita
uma SVD A = UXVT, no qual U € RM*M ¢ V € RV*N s30 matrizes ortonormais e
¥ € RMXN & uma matriz diagonal. Entdo considerando que E [ssT] = I, entao a matriz

de covariancia do vetor x é:

= WW7, (3.13)

no qual W = UX. Essa matriz pode ser obtida de varias formas, como por exem-

plo, decomposigao de Cholesky ou Principal Component Analysis (PCA). Agora a versao
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(b) Observagoes.

(¢) Observagoes branqueadas.

Figura 3.3: Efeito do branqueamento nas observagoes.

“pranca’ de x é definida como

x=W'x
= (UX) (UZV)s
=VTs. (3.14)

Dessa forma, o vetor X possui matriz de covariancia diagonal.

A fim de ilustragao, mostra-se na Figura a relagao entre duas fontes uniformeme-
mente distribuidas. Apds mistura-las através de um sistema instantaneo linear, obtém-se
a Figura . A relagao entre os sinais de observagao brancos obtidos por meio da
SVD sao mostrados na Figura . Nota-se que as observacoes brancas sao as fontes
originais rotacionadas. Conclui-se entao através desse exemplo e da equagao que
o branqueamento reduz a composicao de fontes em uma rotacao do vetor s, visto que este
vetor e X possuem matriz de covariancia igual & matriz identidade. Dessa forma, o filtro
extrator B pode ser estimado como uma rotagao que maximiza a independéncia da sua
saida y.

O contraste baseado na informacao mitua pode ser simplificado ao se considerar
um vetor de observacao branco. A informacao mutua pode ser representada em termos

de entropia, como mostrado na equagao (3.11]), no qual o segundo termo desta equagao
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¢ constante ao ser processado por transformagoes ortonormais (CARDOSO) [1998), como
B, por exemplo. Visto que o segundo termo de (3.11)) é constante quando x é branco, a
informagao mutua pode ser contabilizada apenas em termos de do contraste de entropia

marginal (EM)
N

Yeu(y) = Syn). (3.15)

n=1

Os contrastes apresentados até agora necessitam de uma boa estimacao das fungoes de
densidade de probabilidade. Isso pode ser consideravelmente custoso na prética. Por isso,
em (COMON]| [1994; CARDOSO, 1999) foram propostas aproximagoes dessas fungdes por
estatisticas de ordem superior por meio da expansao de Edgeworth. A equacgao ,
que relaciona a informagao mutua com a negentropia, pode ser aproximada da seguinte

forma:

N
1
[(Y) ~ J(y) — @ Z 4/43?2%(3) + K’?}i(‘l) + 7532(3) - 6/%32”(3)/43%(4), (316)
i=1

no qual Ky ¢ o cumulante marginal de ordem n da variavel aleatéria y;. Como a
negentropia ¢ invariante sob transformadas inversiveis (COMON; JUTTEN]| 2010)), entao
a aproximacgao da informagao mutua pode ocorrer apenas em termos dos cumulantes. Em
vista disso, em (COMON] [1994)) foi proposto o contraste

N
Yros(y) = Z4/€§i(3) + /fi,w + 7/{31_(3) — 6/4;_(3)/{%(4). (3.17)
i=1
A maximizacao dos cumulantes marginais de y resulta na maximizacao da independén-
cia devido a relacao . Os cumulantes podem ser estimados através das técnicas
apresentadas na subsecao ([2.3.2]).
Até agora foi mostrado alguns contrastes que indicam a qualidade da separacao de
fontes. Nas secoes seguintes serao apresentados métodos que otimizam esses critérios,
resultando na SCF.

3.3 Meétodos algébricos

Esta secao visa apresentar alguns métodos algébricos para resolver o problema da
SCF através de cumulantes, relacionados com independéncia e nao-Gaussianidade de ve-
tores aleatorios. Como visto no Capitulo 2] os momentos de ordem superior podem ser
armazenados em uma estrutura matematica chamada tensor. Também sabe-se que ve-
tores aleatorios independentes possuem cumulantes cruzados nulos, de tal forma que o
seu tensor de cumulantes é diagonal. A diagonalizagdo do tensor de cumulantes de se-
gunda ordem, a matriz de covariancia, implica na descorrelagao das variaveis, enquanto a

diagonalizagao do tensor de cumulantes de ordem superior acarreta a independéncia das
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variaveis. Uma forma de se diagonalizar os cumulantes de segunda ordem se da pelos
métodos de branqueamento comentados na Secao anterior. Como pretende-se buscar as
componentes independentes, logo deve-se diagonalizar os tensores de cumulantes de ordem
superior. Uma estratégia bastante utilizada para esse fim, consiste em diagonalizar o ten-
sor de cumulantes do vetor de observagao branco X, pois o nimero de parametros a serem
estimados é diminuido, visto que necessita-se entao estimar apenas uma rotagao, como
ilustrado pela equagao . O branqueamento também melhora o condicionamento nu-
mérico do problema (COMON; JUTTEN| 2010). Porém tudo isso é feito adicionando-se
um certo custo computacional na resolu¢ao do problema.

Dado a relacao entre x e s pela equacao , seus tensores de cumulantes de ordem
K relacionam-se através da propriedade da multilinearidade da seguinte forma:

Cg{:CS ><1VT XQVT...XKVT, (318)

K vezes K vezes

NoqualeGRNXNX"'XNngERNXNX'“XN. Como Cg é diagonal, entao

a matriz V! diagonaliza Cx, resultando em um vetor independente, ou seja, realizando a
separacao de fontes. A diagonalizagao exata de um tensor qualquer é um problema dificil
a ser tratado. Dessa forma, adota-se a diagonalizacao aproximada de tensores, buscando
uma matriz V que otimize um certo critério resultando na separacao de fontes. Nas
Subsecoes seguintes serao apresentadas algumas abordagens para se aproximar o tensor

diagonal Cs.

3.3.1 Maximizagao do trago

De acordo com o contraste , busca-se maximizar os cumulantes marginais do
tensor de cumulantes, localizados na diagonal dele. Portanto, maximizar o traco desse
tensor é equivalente a maximizagao do contraste. Os métodos COntrast Maximization
1 (COM1) e COntrast Mazimization 2 (COM2) utilizam essa ideia e foram propostos
respectivamente em (COMON; MOREAU]| [1997) e (COMON] [1994). Na maioria das
situagoes, esses métodos apresentam uma performance equivalente, porém a performance
do COM1 decresce bastante quando ha uma fonte Gaussiana (COMON; CHEVALIER;
CAPDEVIELLE, 1997).

A equacao (3.18]) pode ser reescrita de uma forma que facilite a visualizagao da opera-
cdo de diagonalizacdo. Sabendo que VI'V = VVTT e multiplicando os tensores dos dois

lado por V em cada modo, obtem-se:
Co=Czix1 VX9V ... xgV. (3.19)

Os métodos COM1 e COM2 buscam a matriz V que maximizem o traco do tensor de
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cumulantes. Dessa forma, os critérios otimizados por esses métodos sao respectivamente

K
Qoo (V) = Zc;ii,,,n (3.20)
n=1
(§]
K 2
Deora(V) =D |kl |7 (3.21)
n=1

O método de diagonalizagao baseado em matrizes de Jacobi é bastante conhecido no caso
matricial. A sua generalizacdo para tensores é bastante semelhante ao caso matricial,
por isso esse método sera primeiramente apresentado no caso matricial. Considere D =
CACT, no qual A é a matriz que se deseja diagonalizar, C ¢ uma matriz ortogonal e D ¢
a versao diagonal de A. A matriz C pode ser decomposta em um produtoério de matrizes

de Jacobi (GOLUB; LOAN| 2012)), representadas por

1 0 0 0
0 App - bpg 0
Qpq(a,0) = | Do e (3.22)
0 Qgp - byg 0
| 0 0 0 1

Normalmente se parametriza as variaveis a e b em funcao de um angulo 6 da seguinte

forma

Qpp = COS 0
Qgp = cos 0
b,y = —senf
byq = senf.

O método de diagonalizagao busca essas matrizes de forma que uma fungao custo associada
a diagonalizacao de A seja minimizada. A mesma ideia é utilizada no caso tensorial. Nesse

caso, a matriz V na equagao (3.19)) ¢ um produtorio de matrizes de Jacobi obtidas através

da maximizagao dos critérios (3.20) ou (3.21]).

3.3.2 Diagonalizacao conjunta de matrizes

Uma outra familia de métodos algébricos consiste na diagonalizacao conjunta dos slices

do tensor de cumulantes. Sera mostrado que isso também leva & estimacao da matriz V.
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Inicialmente, identifica-se a equacao como um modelo PARAFAC . De fato,
a diagonalizacao por meio do PARAFAC é uma abordagem equivalente aquela da segao
anterior (COMON; JUTTEN]| 2010). Portanto, a representacao em elementos da equagao
pode ser escrita da seguinte forma:

R
(Ci)iliQ_,,in = Z (Cs)iliQ,,,in ViyrVigr « - - Uiyr- (3'23)

r=1

Os slices (Cx)., ... € RY*N possuem a seguinte estrutura;

1113...0

M=

(Ci)zgzn [(CS)’Lg’Ln VigrVigr - - - ,UiNTj| V5 OV,
r=1
R
T
- E [(CS)::z‘g...in VigrVigr - - - Vigr| ViV (3.24)
r=1
Reagrupando os vetores v, parar = 1,..., R na forma de matriz, tem-se V.= [V, Vo, ..., Vi| v N

Também define-se a matriz diagonal D;, ; = (CS)::ig...in VigrVigr - - - Vinr- Assim, a equagao
(3.24)) é escrita como
(Cx

=VD,, ; V% (3.25)

)::ig...in

Como V ¢é ortogonal, entao a equagao é uma FEigenvalue Decomposition (EVD).
Observa-se que a matriz V é a mesma para todos os slices. Quando hé ruido, entretanto,
isso pode nao ocorrer. Dessa forma, uma diagonalizagao conjunta dos slices de Cx resulta
em uma boa aproximacao de V. Nota-se que seria necessario diagonalizar N¥=2 slices.
Em (CARDOSO; SOULOUMIAC, [1993)), foi proposto diagonalizar apenas as automa-
trizes mais significativas do tensor Cg, diminuindo, assim, a quantidade de matrizes a

serem diagonalizadas. Esse método foi chamado de Joint Approximate Diagonalization of
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FEigenmatrices (JADE).

Entrada: Vetor de observagao x

Saida: Vetor de fontes independentes y

1. Pré-Branqueamento
e Calcular x + WTx.
2. Calcular tensor de cumulantes de x utilizando as técnicas da Segao [2.3.2]
3. Obter V 6timo de acordo com algum algoritmo (JADE, COM1, COM2, etc).
4. Calcular estimacao do filtro de composicao B™! = A + WV,

5. Obter fontes independentes y < Bx.

Algoritmo 2: Algoritmo para SCF utilizando métodos algébricos.
Resume-se o procedimento de separacao cega de fontes utilizando métodos algébricos

no Algoritmo

3.4 Algoritmos iterativos

Na Secao anterior foram apresentados métodos que realizam a SCF por meio de solu-
¢oes algébricas, que decompoem a matriz de rotagao desconhecida em matrizes de Jacobi,
e as calcula. E dificil analisar a convergéncia desse tipo de algoritmo devido & forma
que a rotacdo 6tima é calculada (HYVARINEN; KARHUNEN; OJA| 2004). Além disso,
esses métodos nao rastreiam variagoes rapidas no sistema de composi¢ao, pois os calcu-
los apresentados podem apresentar uma certa laténcia devido a quantidade de amostras
necessarias para se estimar os tensores de cumulantes.

Uma abordagem alternativa que evita esses problemas é o uso de solugoes iterativas ba-
seados em algoritmos de otimizagao. Procura-se otimizar fungoes de contraste utilizando,
por exemplo, os métodos vistos na Sec¢ao [2.5] permitindo uma andlise de convergéncia.
Por outro lado, a performance desses algoritmos depende fortemente de alguns parame-
tros como: fator de passo e inicializagao. Em alguns métodos, o fator de passo 6timo é
calculado em cada iteracao, e a inicializacao 6tima pode ser obtida através do contexto

de aplicagao. Serao apresentados trés algoritmos iterativos para SCF":

e FastICA (HYVARINEN] |1999)), algoritmo bastante popular devido a sua simplici-

dade e eficiéncia.

e RobustICA (ZARZOSO; COMON]| [2010)), solugao relativamente nova baseada no

calculo 6timo do fator de passo.
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E importante salientar que sera assumido que os vetores de observacao foram bran-

queados, adotando-se, doravante, apenas a notacgao X.

3.4.1 FastICA

FastICA é um algoritmo eficiente e popular para SCF proposto por Aapo Hyvérinen
(HYVARINEN] [1999). Basicamente, ele maximiza a independéncia das componentes
estimadas maximizando a informacao mitua por meio da negentropia dessas componentes,
relacionadas pela equagao . Hyvirinen propos em (HYVARINEN| |1998) a seguinte

expansao da negentropia:
T(y:) = c{E[G(y,)] —E[G(2)]}, (3.26)

no qual G(-) é uma funcdo nao quadratica, ¢ é uma constante qualquer, e z, é uma
variavel aleatoria Gaussiana de média nula e variancia unitaria. Como a aproximagao
(13.26)) se refere somente a um elemento de y, entao pode-se considerar essa equagao como
uma fungao objetivo para a extragao de uma fonte, levando ao modelo MISO. Observa-se
que maximizar E [G(y;)] acarreta diretamente na maximizagao de J(y;), sendo portanto a
funcao objetivo desse algoritmo. Portanto, busca-se o vetor w, com saida y; = w’X, que

maximize a funcao objetivo

Trast(w) = E[G(yi)] (3.27)

com a restricao ||w|| = 1, resolvendo problemas de escala e valores muito grandes para
y. A performance do algoritmo depende da escolha da fungao G(-). Busca-se fungoes que
tornem nao tornem o algoritmo computacionalmente complexo. Uma funcgao robusta e
adaptada a fontes super—GaussianasE] proposta em (HYVARINEN; [1999) é

G(u) = —log cosh(au), (3.28)

no qual 1 < a < 2. Para uso futuro, a sua derivada é g(u) = tanh(au).

Inicialmente, o algoritmo supoe que as observacoes foram branqueadas. De acordo
com as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (NOCEDAL; WRIGHT] 2006)), o ponto 6timo
de (3.27)), sob a restrigao |w|| =1, &

E [xg(w'x)] — Bw =0, (3.29)

no qual g =E [ngcg(w*ch)} com w* sendo o valor de w no ponto 6timo. Aplicando o

2A maior parte de sinais independentes na pratica sdo, de fato, super-Gaussianas (BELL; SEJ-
NOWSKI, (1995])
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método de Newton para resolver (3.29)), obtém-se a equagao de atualizagao do filtro:

wt =E [xg (x"w(k))] —E [¢' (x"w(k))] w(k) (3.30)
w(k+1)=w"/||w|. (3.31)

Diz-se que o algoritmo convergiu quando |1 — w(k)?w(k + 1)| < ¢, no qual € ¢ um valor
pequeno.

Essa abordagem baseada na maximizac¢ao da negentropia foi uma das primeiras a serem
propostas para o FastICA. Outras abordagens podem ser encontradas em (BINGHAM,;
HYVARINEN, 2000; HY VARINEN, 1997; HY VARINEN] 1999)), dentre elas h& uma abor-
dagem bastante popular baseada na maximizagao do cumulante de quarta ordem norma-

lizado, a curtose (2.21). De fato, maximizar a curtose é equivalente a maximizar
TCURT<W) = E[y4] (332)

quando as variaveis sao reais. Em (COMON] 1994)), mostra-se que ¢ um contraste.
Procura-se um vetor w que maximize o critério |Ycyrr(W)|, porém é preciso garantir que
essa maximizacao nao resulte em valores de y muito grandes assim como na abordagem
baseada na negentropia. Para tanto, impoe-se a restri¢do |[w|| = 1. Resolvendo esse

problema de otimizacao por meio dos multiplicadores de Lagrange, tem-se que os pontos

estacionarios do critério (3.32)) ¢ dado por
E [[w"x]*xx"] w = Aw, (3.33)

no qual o multiplicador \ é uma constante definida de acordo com (HY VARINEN:; KARHU-
NEN: OJA| 2004). Utiliza-se o método de Newton para calcular o w 6timo, obtendo-se

as seguintes equagoes de atualizacao do filtro

1
wik+1) = w(k) - 3E [x (wTi)ﬂ . (3.34)
O FastICA ¢é bastante popular devido & sua convergéncia cubica, gragas ao fato de nao

haver necessidade de se escolher um fator de passo e nao necessitar pela sua capacidade

de ser implementado de forma paralela e nao necessitar de muitos recursos de memoria
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(HYVARINEN; KARHUNEN; OJA] 2004).

Entrada: Vetor de observagao x

Saida: Uma fonte independente y,

1. Inicializacao

e Pré-branqueamento X <+ W7'x.
o k+ 0.

e Inicializar w(k) de acordo com algum critério.
2. Repita até a convergéncia:

e Calcular equacao ([3.30)).

e Calcular equagao (3.31]).
o b+ k+1.

3. Obter fonte independentes y, — w(k)Tx.

Algoritmo 3: Algoritmo FastICA.

3.4.2 RobustICA

O FastICA encontra o filtro 6timo utilizando o método de Newton. Em (ZARZOSO;
COMON; 2010) foi proposto uma alternativa que otimiza o seguinte critério, baseado na

curtose:

_E{jy[*} —2E{y}* - |E {y2}|2_
E {|y?}’
A ideia do RobustICA é a otimizagao de ([3.35)) por meio de um método de busca linear.

Nele o fator de passo 6timo ji.,: na diregdo g (gradiente de Yropusr, por exemplo) é

TROBUST (W) (335)

calculado da seguinte forma:
Hopt = arg max | TroBusT (W + 1g)| - (3.36)

Normalmente métodos baseados em busca linear podem ser complexos do ponto de
vista computacional. Entretanto, se o critério de otimizacao puder ser expresso como um
polindmio em g entao o ponto 6timo global pode ser obtido analiticamente pelas raizes
desse polindémio. O RobustICA explora essa propriedade utilizando o contraste (3.35]),
que pode ser expresso como um polinémio, através das equagoes mostradas no apéndice
de (ZARZOSO; COMON] 2010). Dessa forma, o fator de passo 6timo p,pt como sendo a
raiz desse polindmio que maximiza . Baseado nessa ideia, o RobustICA é resumido
no Algoritmo [4]

Quando se conhece o sinal algébrico da curtose das fontes desejadas, pode-se modificar
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o critério (3.36]) para que o algoritmo extraia primeiramente a fonte desejada da seguinte

forma:

Hopt = Arg III;LX eYroBusT (W + ug), (3.37)

no qual € € {—1,1} indica o sinal algébrico da fonte desejada.

Entrada: Vetor de observacao x

Saida: Uma fonte independente v,

1. Inicializacao

o k<« 0.

e Inicializar w(k) de acordo com algum critério.
2. Repita até a convergéncia:

e Calcular diregao g(k).
Obter polinémio em p (detalhado em (ZARZOSO; COMON| 2010)).

Selecionar raiz fi,,; do polindmio que maximize o contraste Ycurr

w(k +1) < w(k) + popg(k)
wk+1)«—wk+1)/||wk+ 1)
o L+ k4 1.

3. Obter fonte independentes y,, — w(k)Tx.

Algoritmo 4: Algoritmo RobustICA.
Através de experimentos, mostrou-se em (ZARZOSO; COMON, 2010) que esse al-

goritmo é robusto & escolha da inicializacao e a pontos de cela, especialmente quando
a quantidade de amostras é bastante reduzida. Como esse método nao requer o pré-
branqueamento e o fator de passo 6timo é obtido analiticamente, esse método possui
uma melhor eficiéncia em relacao a complexidade computacional se comparado ao po-
pular FastICA. Entretanto, assim como todos os métodos baseados em cumulantes de
ordem superior, o RobustICA é sensivel a outliers. Até o momento, nao existem traba-

lhos que explorem outros critérios de otimizagao nem modelos convolutivos com a ideia

do RobustICA.

3.5 Novos métodos e perspectivas

A separagao fontes de forma nao-supervisionada é possivel quando se tem conheci-
mento a priori das caracteristicas das fontes, caso contrario, estimacao correta das fontes
torna-se um problema muito complexo ou até impossivel. Felizmente, dependendo do con-

texto da aplicagao, pode-se assumir varias caracteristicas ou restri¢oes sobre as fontes. A
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independéncia estatistica é uma restricao matematicamente forte mas plausivel em varias
aplicagoes. Como dito anteriormente, um dos primeiros trabalhos ao supor independéncia
entre as fontes foi (HERAULT; JUTTEN; ANS, [1985)). Porém foi em (COMON] 1994)
que formalizou-se o ICA e adaptou-se a nogao de estatistica contraste no contexto de
separagao de fontes. Nos anos seguintes, varios métodos algébricos e iterativos basea-
dos no ICA foram propostos. Paralelamente, técnicas de SCF baseadas em estatisticas de
segunda ordem foram desenvolvidas. Por exemplo, o método Second-Order Blind Idenfica-
tion (BELOUCHRANTI et al.,[1997)) supoe que as fontes sao coloridas ﬁ e possuem espectro
distintos. Dessa forma, é possivel estimar a matriz de composicao através da diagonali-
zagao conjunta das matrizes de covariancia das observagoes com lags nao-nulos. Outros
trabalhos exploram caracteristicas das fontes como estacionaridade (SHAMSUNDER; GI-
ANNAKIS, |1997) e parcimonia no tempo ou frequéncia (O’GRADY; PEARLMUTTER,;
RICKARD,) 2005). Em (GERVEN; COMPERNOLLE] 1995)), duas fontes foram separa-
das por descorrelagao assumindo que o sistema de composi¢ao ¢ um filtro FIR com fase
minima, ou seja, o filtro e o seu sistema inverso sao causais e estéveis. Nos tltimos anos,
a comunidade cientifica propos diversos novos métodos de separacao de fontes baseados
em outras caracteristicas e modelos das fontes. Em (HYVARINEN, 2013; CHABRIEL e
al., [2014) os autores comentam algumas novas estratégias em relagao a ICA e a separagao
de fontes por meio de diagonalizacao conjunta.

Nessa se¢ao serao apresentados algumas dessas novas técnicas que possuem um grande
potencial pratico, atraindo cada vez mais interesse da comunidade cientifica. Primeira-
mente serd apresentado a ideia de métodos que exploram a nao-negatividade de fontes
através de ferramentas matriciais. Em seguida sera apresentado uma técnica de separa-
¢ao de fontes baseada numa decomposicao tensorial chamada Block Term Decomposition
(BTD) e finalmente uma nova abordagem de separacao de fontes baseada em uma esta-

tistica chamada carrelagao sera apresentada.

3.5.1 Decomposicao nao-negativa de matrizes

Frequentemente em processamento de sinais trabalha-se com sinais que possuem sen-
tido apenas quando seus valores sao nao-negativos. Uma imagem digital, por exemplo,
pode ser considerada como um sinal multidimensional com pixels nao-negativos. Em Eco-
nomia, algumas variaveis como volumes e precos sao naturalmente nao-negativas. Dessa
forma, é possivel realizar a separacao de fontes nao-negativas sem assumir outras infor-
macoes a priori, como independéncia.

Uma forma de se explorar a nao-negatividade de fontes se d& por meio da non-negative
matriz factorization (PAATERO; TAPPER, |1994; WANG; PLUMBLEY] [2005). Para

utilizar essa decomposi¢ao no contexto de SCF, reescreve-se o modelo instantaneo linear

3Sinais correlacionados no tempo.
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como

X = AS, (3.38)
no qual X = [x(0),x(1),...,x(T" = 1)],,.7 ¢ a matriz de observacao com 7" amostras
temporais, S = [s(0),s(1),...,s(T — 1)] v ¢ a matriz das fontes com 7" amostras tem-

porais e A € RM*Y & a matriz de composicao. Os elementos dos fatores A e S sdo todos
nao-nulos. Dependendo da aplicacao, esse modelo pode ter sua estrutura modificada ou
até possuir outras restricoes sobre as fontes, como independéncia. Por exemplo, existem
trabalhos que estendem o modelo para o caso multilinear a fim de analisar sinais
de EEG (LEE et al., [2007; WANG et al, 2008).

Em (LEE; SEUNG] 2001), o autor propos algoritmo iterativo para calcular a decom-
posicao . Definiu-se a seguinte func¢ao custo:

1
Prur(A, ) = 5[ X — AS|7. (3.39)

Mostra-se que essa fungao é convexa em relagao a cada variavel mas nao em relagao as

duas simultaneamente. Entao busca-se resolver o seguinte problema de otimizagao:
A" S* = arg rjriig ONMF- (3.40)

A estratégia adotada para resolver esse problema é o Alternating Least-Squares (ALS),
no qual A e S sao calculados de uma forma alternada, impondo a restricao de elementos
nao-nulos em cada iteracao. Sabe-se que as solugoe do problema em relacao a A e
S, respectivamente, sao

A = XSf (3.41)

S = A'X. (3.42)

O procedimento de separagao cega de fontes utilizando a NMF é resumido no Algoritmo
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Bl

Entrada: Matriz de observagao X.

Saida: Estimacao da Matriz de composicao A e da matriz de fontes S.

1. Inicializacao

e A« I
e S« X

2. Repita até a convergéncia:

e Impor a restricao de nao-negatividade nas matrizes AeS.
e Atualizar A de acordo com a equagio (3.41)).

e Atualizar S de acordo com a equagao (|3.42)).

Algoritmo 5: Algoritmo NMF-ALS.
Apesar de conceitualmente simples, nao ha garantias de que esse algoritmo convirja

para o minimo global nem para um ponto estacionédrio. Outros algoritmos podem ser

encontrados em (PAATERO| 1997; CICHOCKI et al., |2009).

3.5.2 Block Term Decomposition

Como visto na Secao |3.3, as ferramentas multilineares sao bem adaptadas & SCF. Foi
visto que a separacao de fontes pode ser realizada por meio da diagonalizacao do tensor
de cumulantes de ordem superior. Por outro lado, algoritmo BSS-BTD (LATHAUWER)
2011; LATHAUWER] [2008), realiza a SCF assumindo que as fontes podem ser modeladas

da seguinte forma:

su(t) =Yt 0<t<(T—1),1<n<N, (3.43)

In=1

no qual L,, ¢ o nimero de termos exponenciais, ¢, , ¢ o coeficiente do [,-ésimo termo nos
elementos da n-ésima fonte e z; , € a base da fungao exponencial associada ao I,,-ésimo
termo de s,(t). Apesar desse modelo ser bastante restritivo, ele ¢ bem adaptado a sinais
oscilatorios, que sdo naturais em processamento de sinais biomédicos (HUNYADI et al.|
2014).

Nesta subsecao é considerado o modelo instantaneo linear na forma matricial
sem restrigoes de nao-negatividade. Mostra-se em (LATHAUWER] 2011)) uma forma de

construir um tensor de terceira ordem 7 € RI1*2*5 g partir da matriz de observacao X
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de forma que a decomposigao Block Term Decomposition (BTD)
N
T=> E,oc, n=1,... N, (3.44)
n=1

forneca a separacao de fontes, no qual E,, € R"*2 ¢ uma matriz de Hanke]l-ﬂ de rank L,
associada a uma fonte, ¢, € R3*! é um vetor associado & matriz de composicao A e N &
o nimero de fontes, facilmente calculado como o rank de Y. A construgao do tensor 7T se
¢ feita da seguinte forma: inicialmente calcula-se uma matriz de Hankel para cada linha
de Y e, em seguida, concatena-se todas as matrizes de Hankel em um tensor de terceira

ordem T .
C1 CN

/ /

7’ — E, +...+ E

Figura 3.4: Block Term Decomposition de um tensor 7.

Decompondo o tensor 7 de acordo com o modelo (3.44) fornece N matrizes E, e
vetores c,. Estima-se as T" amostras de uma linha de S calculando a média das 1" anti-
diagonais de uma matriz E,. Fazendo isso para todas as matrizes, obtém-se todas as

fontes. Assim como todos os métodos de separagao de fontes, o BSS-BTD (Algoritmo @

4Uma matriz de Hankel M = [m; ;] & aquela que, dada uma sequéncia {si, s, ...}, satisfaz a seguinte
relagdo: m; ; = s;4j—1. Dessa forma, todas as suas anti-diagonais sao constantes.
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também esta sujeito a indeterminagoes de escala e permutacao.

Entrada: Matriz de observacao X.

Saida: Matriz de composicao A e matriz de fontes S.

1. Inicializacao

e Definir o nimero N de fontes através das SVD de X.

e Definir L, paran=1,2,..., N.
2. Para cada linha de X:
e Calcular a sua matriz de Hankel.
3. Concatenar todas as matrizes de Hankel, gerando o tensor de terceira ordem 7|
4. Calcular a sua BTD.
5. A partir dessa decomposicao...

e Estimar S através das matrizes de rank L, ; ou

e Estimar a matriz de decomposicao A e calcular S «+ A~'X.

Algoritmo 6: Algoritmo BSS-BTD.
Apesar do BSS-BTD apresentar performance superior que alguns métodos de SCF em

(LATHAUWER] [2011]) para fontes oscilatérias, é assumido que L,, é conhecido para cada
n-ésima fonte. Entretanto ainda nao ha um método automatico para a selecao desses
parametros, por isso, em situagoes praticas, é preciso buscar manualmente os parametros

que fornecam a separacao Otima.

3.5.3 ICA via matriz de “carrelagao”

Momentos e cumulantes sao estatisticas obtidas a partir da expansao de Taylor das
duas primeiras fungoes caracteristicas, como visto na Secao 2.3 Cumulantes de ordem
superior apresentam uma propriedade interessante: eles sao nulos quando as fontes sao
mutuamente independentes. Essa propriedade permite o desenvolvimento de algoritmos
que exploram essa ideia a fim de estimar as fontes. Pode-se representar naturalmente
essas estatisticas por meio de tensores, porém o uso de ferramentas multilineares acarreta
no aumento da complexidade computacional e notacional. Técnicas baseadas na diagona-
lizagao de tensores de cumulantes precisam de uma quantidade razoavel de amostras para
garantir a qualidade da estimagao dos cumulantes. Em (SLAPAK; YEREDOR, 2012b;
SLAPAK; YEREDOR]/ 2012¢) os autores propuseram uma nova ferramenta matematica
que tenta contornar os problemas citados por meio de uma generalizacao da matriz de

covaridncia que consegue capturar informagoes de ordem superior sem utilizar a aborda-
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gem multilinear. Essa nova ferramenta é fundamentada em duas estatisticas chamadas
carmédieﬁ e carrelacao, definidas a seguir.
Seja x € RY*! um vetor aleatério e g(-) : RV*! — RI*1 A carmédia de g(x) € RE*!

em relacdo a X em um ponto de processamento 7 € RV*! arbitrario é definida como

E [g(x)exTT]

E oo c R (3.45)

T [8(x); 7] =

Em (SLAPAK; YEREDOR, |2012b) mostra-se que a carmédia possui as mesmas proprie-

dades do operador esperanga, como linearidade e separabilidade no caso de independéncia
estatistica. De fato, a carmédia se degenera na esperanca quando 7 = 0.

Agora considera-se as funcoes g;(-) : RV — Rt e gy(+) : RV — RE2XI A matriz

de carrelag@o cruzada entre g1(x) e go(x) em relagdo a x em um ponto de processamento

7 € RY*! arbitréario é definida como

W [81(%), 82(%); 7] = 1x [81(x)85 (%) 7] — 1 [81(); 7] 11 [2(%); 7). (3.46)

A matriz de carrelagao de g(x) é definida como a carrela¢ao cruzada entre g(x) e ele

1mMesIno:

U, [g(x); 7] = Wilg(x), g(x); 7]. (3.47)

Seja uma transformacao linear y = Cx + ¢, no qual C € RN ¢ ¢ € R” sao uma
matriz e um vetor constantes. As matrizes de carrelacao de x e y relacionam-se da seguinte

forma:

U, [y; 7] = C¥,[x; 7]CT (3.48)
U [y; 7] = C¥,[x; CTr]CT. (3.49)

Mostra-se que se um vetor x pode ser particionado em dois vetores mutuamente indepen-
dentes x; € RM e x5 € RM com N = N; + N, entdao W, [x, 7] ¢ diagonal em blocos para
todo 7.

Um método de separagdo de fontes com abordagem ICA foi proposto em (SLAPAK;
YEREDOR), 2012c)) utilizando essas duas propriedades. Seja o modelo linear instantaneo
. Busca-se uma matriz B ~ A~!. A matriz de carrelacao da equacao pode ser

expressa por meio da equacao (|3.49)):

U, (1) = AU (ATT)AT. (3.50)

50 prefixo “car-" reflete a relacdo com a funcdo caracteristica.
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Multiplicando a equagao (3.50) por B pela esquerda e por BT pela direita, obtém-se:
BY, (1)BY = ¥, (ATT). (3.51)

Como o vetor s é contém componentes mutuamente independentes, entao as matrizes
U, (A7) e BU,(7)B” sdo diagonais. Portanto, busca-se uma matriz B que busque
diagonalizar a matriz de carrelagdo Wy (7). Essa ideia foi formalizada em um problema

de otimizagao nao-linear Weighted Least-Squares (WLS):

~

min {hT (xi:x(ﬁ), L ﬁfx(ﬁ);fs) Wh (xi:x(ﬁ), L \Ifx<ﬁ);1§)} , (3.52)

no qual

A

h (\irx(ﬁ), 3 .,xifx(ﬁ);f3> —0 [B\Ifx(n)BT, . ,B\PX(TM)BT} ,

¢ uma vetorizagdo das matrizes fornecidas como argumento do operador ©O(-) feita de
tal forma que apenas os elementos superiores & diagonal principal dessas matrizes sejam
considerados e W é uma matriz de pesos.

Slapak e Yeredor propuseram um algoritmo do tipo Gauss-Newton para resolver o
problema nao-linear , resultando em um algoritmo computacionalmente complexo
mas eficiente, apresentando melhores resultados que algoritmos como FastICA e JADE.
Nota-se que esse algoritmo assume que os pontos pontos de processamento 7y, ..., Ty Sa0
conhecidos. Na prética isso ndo acontece. Porém em (SLAPAK; YEREDOR) 2012c) ¢
proposto uma forma de se estimar um conjunto de pontos de processamento que minimi-
zem o trago da matriz de covariancia de ]:3), oferecendo um possivel conjunto de parametros
que fornecam uma boa separagao de fontes.

Recentemente alguns trabalhos foram publicados utilizando essas ferramentas. Em
(SLAPAK; YEREDOR] 2012a)) propos-se um método de identificagao cega de um processo
média-movel nao-Gaussiano utilizando carmédia. Ja em (GU et all 2013; |GU et al.|
2014) foram propostos novos métodos para identificagdo de misturas sub-determinadas.
Observa-se que métodos baseados em matrizes de carrelacao tém atraido a atengao da
comunidade cientifica, motivando a pesquisa de novos algoritmos de separacao fontes e

aperfeicoar os métodos existentes.

3.6 Conclusao

Neste Capitulo foram apresentada os métodos e algoritmos cléssicos de separacao de
fontes. Foi definido o conceito de contraste, 1til para definir critérios de otimizagao que
resultem na separacao cega de fontes. Foram apresentados alguns métodos algébricos de

separacao de fontes seguindo uma abordagem de Teoria da Informacgao. Devido ao custo
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pratico dessa abordagem, contrastes baseados em cumulantes de ordem superior foram
propostos por meio da aproximacao de medidas como negentropia. Métodos algébricos
podem atingir um alto custo computacional e nao rastreiar mudangas rapidas no sistema
de composicao. Motivado por essas desvantagens, métodos iterativos como FastICA e
RobustICA foram propostos, apresentando maior eficiéncia computacional e simplicidade
na implementagao. Finalmente, foi feito um rapido estudo bibliografico de algumas novas

técnicas de SCF, tais como BTD, NMF e métodos baseados em matrizes de carrelagao.



4. RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Introducao

Neste Capitulo serao apresentados resultados de simulacoes e experimentos realizados
através dos algoritmos apresentados no Capitulo [3] A primeira parte deste Capitulo
consiste em simulagoes com sinais sintéticos, realizadas a fim de analisar o desempenho
dos algoritmos de SCF em diferentes cenarios de ruido Guassiano, quantidade de amostras
e quantidade de fontes. Ja a segunda parte visa apresentar uma aplicacao pratica de
separagao de fontes, especificamente o a separacao de eletrocardiograma fetal do materno
através de observacoes bioelétricas feitas por eletrodos no abdémem da mae.

Nos experimentos e simulacoes feitos, os seguintes algoritmos foram utilizados:

e JADE (Subsegao 3.3.2)). Implementacao MATLAB disponivel em
<http://perso.telecom-paristech.fr/~cardoso/Algo/Jade/jadeR.m>.

o FastICA (Subsecao [3.4.1) no modo deflagio com nao-linearidade g(u) = u?® com
1.000 iteragoes por fonte. Implementagao MATLAB disponivel em <http:/ /research.
ics.aalto.fi/ica/fastica/>.

e RobustICA (Subse¢ao|3.4.2)) no modo deflagao com 1.000 iteragoes por fonte. Imple-
mentacdo MATLAB disponivel em <http://www.i3s.unice.fr/~ zarzoso/robustica.
html>|

4.2  Experimentos com sinais sintéticos

Considera-se os seguintes sinais:

s1(k) = sen(k/2) (4.1)
(k) = {mod(k:,s?)) - 11} 4
(k) = mod(k,§7) —13 )
sg(k) =2xzlny, k=0,1,...,K—1, (4.4)

no qual K é o namero de amostras disponiveis, mod(a, b) representa o resto da divisao
entre a e b, © é uma variavel aleatoéria uniforme discreta com valores em {—1,1} e y é

uma variavel aleatoria uniformemente distribuida entre |0; 1[. Armazena-se K amostras


http://perso.telecom-paristech.fr/~cardoso/Algo/Jade/jadeR.m
http://research.ics.aalto.fi/ica/fastica/
http://research.ics.aalto.fi/ica/fastica/
http://www.i3s.unice.fr/~zarzoso/robustica.html
http://www.i3s.unice.fr/~zarzoso/robustica.html

4.2. EXPERIMENTOS COM SINAIS SINTETICOS o8

desses sinais na matriz

S1

AR R R

1

V2

2

S3 S3

(0) s1(1) (
g_ s9(0)  s2(1) (
(0) s3(1) (
(0) s4(1) (

Sq Sa

Cada sinal é mostrado na Figura4.2(a)|para K = 500. A fim de se observar algumas pro-
priedades estatisticas das fontes, foi calculado o histograma de cada sinal (Figural4.1)) para

a quantidade de K = 500.000 amostras e 100 intervalos de valores. Ao se observar os his-

togramas 4.1(a)le4.1(c), conclui-se que s1(k) e s3(k) s@o sinais sub-Gaussianos, enquanto

os histogramas|4.1(b)|el4.1(d)|indicam que s2(k) e s4(k) so sinais super-Gaussianos. Essa

analise é confirmada pelos valores estimados da curtose.

Considera-se um modelo instantaneo linear de mistura com M = 4 observagoes, re-
sultando em uma matriz A gerada aleatoriamente de dimensao (4 x 4). Os sinais sdo
misturados, gerando uma matriz X = AS com 4 sinais de observagao, mostrados na Fi-
gura . Em seguida, estimou-se as fontes através do método JADE (Figura .
Para isso, foi calculado o filtro separador W tal que a estimacao das fontes é dada por
Y = WX. Nota-se que as fontes estimadas estao permutadas e multiplicadas por um
certo fator de escala. A fim de desfazer essas ambiguidades, calculou-se a correlacao de
cada fonte estimada com todas as fontes geradas. Dessa forma, é possivel encontrar a
ordem correta das fontes. Para se encontrar o fator de escala correto de cada sinal esti-
mado, busca-se o fator @ que minimiza a distancia entre n-ésimo sinal estimado y,, (com

permutacdo corrigida) e o n-ésimo sinal gerado s,,:
) 2
min ||y, — as,||”.
(63
Resolvendo esse problema, obtém-se:

* S;Z":yn
[ynl[?

Apos corregao das ambiguidades, as fontes estimadas pelo algoritmo JADE sao mostra-
das na Figura . Observa-se que os sinais calculados sao bastante proximos as fontes
originais. Os outros algoritmos forneceram estimagoes com a mesma qualidade, portanto
conclui-se que os trés algoritmos conseguem facilmente separar os sinais sintéticos gerados.
Todavia, este resultado nao permite a comparar diretamente os trés algoritmos. Portanto,
outros cendarios serao desenvolvidos a seguir.

A comparagao quantitativa de algoritmos da-se por meio da definicao de critérios de

desempenho e da comparagao deles entre os algoritmos. Um critério utilizado na literatura
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Figura 4.1: Histograma das fontes sintéticas.

(LATHAUWER] 2011) é o Interference-to-Signal Ratio (ISR) é definido como

N2
m#n Pron

N 2
ISR = 101log,, [M] [dB], (4.5)

no qual P = WA. Um outro critério utilizado neste trabalho é o mean squared error

entre a estimacoes e as fontes:

MSE = % ; l% ; (sn(k) — yn(k:))2] . (4.6)

O MSE mede o desvio médio de todas as fontes estimadas em relacao as suas fontes
originais.
O desempenho dos algoritmos foi analisado em trés cenérios distintos. Primeiramente

considerou a separacao cega de fontes com observacoes corrompidas da seguinte forma:

X = AS + 0N,
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Figura 4.2: Experimento com sinais sintéticos utilizando o algoritmo JADE.

RMXM

no qual N € ¢ uma matriz de ruido branco e Gaussiano e o é um fator que controla

a poténcia do ruido. A relagao sinal-ruido (SNR) é definida como:

ISIl#

SNR(U) =20 loglo m

(4.7)

Para se analisar o desempenho dos algoritmos considerando sinais de observagao cor-
rompidos por ruido branco aditivo e Gaussiano, fixou-se o niimero de amostras para 2.000,
utilizaram-se as quatro fontes — e calcularam-se os critérios de desempenho ISR
e MSE por meio de uma simula¢ao de Monte Carlo com 1.000 runs. A Figura [4.3 mostra
a relacao entre SNR e o critério ISR, enquanto a Figura descreve o MSE em funcao
da SNR. Observa-se que para valores de SNR baixa, os algoritmos apresentam o mesmo
desempenho, enquanto que para valores elevados, o RobustICA apresenta a melhor per-
formance sob ruido.

Analisou-se o efeito da quantidade de amostras nos algoritmos através de uma simula-

¢ao de Monte Carlo. As quatro fontes sintéticas foram misturadas sem considerar ruido.
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Os critérios de desempenho foram calculados através de 1.000 runs de Monte Carlo. As
Figuras e descrevem os critérios ISR e MSE em funcao da SNR respectivamente.
Como as curvas do RobustICA estao abaixo das curvas dos outros algoritmos, conclui-se
que o RobustICA é menos sensivel a quantidade de amostras.

Para se investigar o efeito da quantidade de fontes a serem estimadas sob o desempenho
dos algoritmos, utilizou-se fontes sen6idais com frequéncias diferentes, pois, assim, pode-se
gerar facilmente um determinado nimero de fontes sintéticas. A n-ésima fonte é definida

Cco1mo

su(k) = sen (

Os critérios de desempenho foram calculados através de simulagoes de Monte Carlo de

k=0,..., K —1.
2n+1)7 ) )

1.000 runs. Nessas simulagoes, fixou-se o nimero de amostras em K = 2.000 e os sinais
foram misturados sem a adigao de ruido. As Figuras [£.7] e descrevem os critérios
de desempenho em funcao da quantidade de fontes. Como esperado, a performance dos
algoritmos piora & medida que mais fontes sao utilizadas. Observa-se que os algoritmos

apresentam, em média, o mesmo desempenho.

—e— RobustICA

=3¢ FastICA
JADE

10 15 20 25 30 35 40 45
SNR (dB)

Figura 4.3: Curvas de SNR vs. ISR.



4.2. EXPERIMENTOS COM SINAIS SINTETICOS

1 0 T T T T

—©— RobustICA|]
—36— FastICA |
JADE

MSE

10_ 1 1 1 1 1 1
10 15 20 25 30 35 40 45
SNR (dB)
Figura 4.4: Curvas SNR vs MSE.
O T T T T
—E— RobustICA
=3¢ FastICA

JADE 7

_35 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500
# samples

Figura 4.5: Curvas de niimero de amostras vs. ISR.



4.2. EXPERIMENTOS COM SINAIS SINTETICOS

63

—©— RobustICA|]
—36— FastICA |
JADE

L
%)
=
1 0_3 L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500
# samples
Figura 4.6: Curvas de ntiimero de amostras vs. MSE.
—©— RobustICA
—3¢— FastiCA >
JADE
)
E o
o
()
_60 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10

# sources

Figura 4.7: Curvas de ntimero de fontes vs. ISR.
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4.3. EXPERIMENTOS PRATICOS 65

4.3 Experimentos praticos

Gracas ao advento da eletronica e do processamento digital de sinais, é possivel anali-
sar 6rgaos internos do corpo humano de forma nao-invasiva de tal forma que informacoes
importantes sobre a saide desses 6rgaos sejam obtidas de forma confidvel. Tem-se muito
interesse na anéalise de sinais bioelétricos provenientes do coracao, captados através de
eletrodos dispostos na superficie do corpo do paciente. Da-se o nome de eletrocardio-
grama (ECG) para os sinais capturados através desses sensores. Um ECG ¢ geralmente
um sinal quasi periddico, e apresenta um layout bem definido, composto pelas ondas P
e T e pelo complexo QRS (SORNMO; LAGUNA, 2005)), como mostrado na Figura .
Pode-se estimar a taxa cardiaca do paciente detectando-se corretamente os picos R em
um ECG.

0 50 100 150 200
amostra

Figura 4.9: Eletrocardiograma ilustrando as onda P e T juntamente com complexo
QRS. Sinal ECG obtido do MIT-BIH normal sinus rhythm database, paciente 16272.

Na Medicina, uma forma simples de monitorar a saiide de um feto se da pelo moni-
toramento da sua taxa cardiaca. A forma mais conhecida de calcula-lo é por meio do
ultrassom. Apesar de ser uma técnica precisa e simples, o ultrassom necessita ser operado
por um médico ou enfermeira bem treinado para o manuseio do transdutor. Além disso,
nao ¢ recomendavel utiliza-lo por periodos prolongados. Em contraste, o uso do ECG
abdmonial apresenta uma maior praticidade, pois nao ha necessidade de manuseio de
seus elementos para a extracao de sinais e nao ha restricoes em relagao a duracao de uso.

O sinal obtido pelos eletrodos sao processados, removendo as interferéncias geradas pela
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mae (ECG materno, artefatos de movimento, etc). Solugoes como filtragem em frequéncia
ou modelos paramétricos ndao sao bem adaptados a esse problema (ZARZOSO; NANDI;
BACHARAKIS, 1997)), pois o sinal de ECG possui uma grande variabilidade e o ECG
fetal possui baixa poténcia, impedindo o uso de algumas técnicas. Uma solucao cléssica
para esse problema utiliza filtros adaptativos (ZARZOSO; NANDI| |2001)). Existem for-
tes indicios de que os ECG da mae e do filho sejam independentes, motivando o uso de
técnicas de SCF.

Nesta se¢ao, seré feito um experimento para a extracao do ECG fetal a partir de
observagoes ECG abdominal da mae utilizando o algoritmo RobustICA, devido ao seu
bom desempenho observado na secao anterior. Utilizou-se o conjunto de observagoes
ECG disponivel no banco de dados DalSy (MOORY/ 2010). Esse conjunto consistem em
um 10s de observagoes divididos em 8 canais (5 abdominais e 3 toracicos) amostrados na
taxa de 250 Hz.

Sera utilizado apenas os 5 ECGs abdominais, pois sao eles os sinais que possuem maior
contribuicao do ECG fetal. A fim de eliminar a componente de flutuacao e atenuar a
interferéncia da linha de alimentacao em 60 Hz dos sinais obtidos, aplicou-se um filtro IIR
Tchebychev tipo II com banda de passagem entre 0.5 Hz e 55 Hz (SORNMO; LAGUNA,
2005), resultando nos ECGs mostrados na Figura . E possivel observar o ECG fetal
nos canais 1, 2 e 3.

Em seguida, aplicou-se o algoritmo RobustICA nesse ECG, resultando nos sinais mos-
trados na Figura [£.11] Ao identificar as ondas R nos sinais calculados, conclui-se que as
fontes 1 e 2 correspondem ao ECG materno e as fontes 3 e 4 sao relacionadas ao ECG
fetal. Apesar da fonte 4 estar bastante ruidosa, ainda é possivel observar os pontos R em
sincronia com os mesmos pontos da fonte 4. Através do RobustICA foi possivel extrair
um sinal ECG fetal que possui claramente um complexo QRS, permitindo o calculo da
taxa cardiaca do feto. Em contraste, nota-se que nao ¢é possivel identificar claramente
as outras componentes do ECG como onda P e T. Alternativamente, foram propostos
algoritmos de SCF otimizados para o ECG fetal (REAZ; WEI, 2004; NIKNAZAR et al.,
2013).
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Figura 4.10: Eletrocardiogramas
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Figura 4.11: Componentes independentes dos ECGs maternos, fornecendo o ECG fetal.



5. CONCLUSAO

Inicialmente foi feita uma introdugao ao problema de separagao cega de fontes e
descreveu-se alguns modelos matematicos que caracterizam esse problema. Foram apre-
sentadas algumas aplicagoes desse problema na &area de telecomunicacoes, engenharia
biomédica e acistica. Em seguida, foi feita uma revisao sobre algumas ferramentas ma-
tematicas necesséarias para a compreensao dos métodos de SCF. Posteriormente, solugoes
algébricos e iterativos foram discutidas e tendéncias de pesquisa nessa area foram comen-
tadas.

Os algoritmos RobustICA, FastICA e JADE foram comparados através de simulagoes
computacionais com sinais sintéticos. Através dessas simulagoes, pode-se concluir que o
algoritmo RobustICA apresenta um desempenho melhor em cenarios com ruido e também
¢ menos sensivel & quantidade de amostras disponiveis. Em seguida, investigou-se o
desempenho do algoritmo RobustICA no problema pratico de separacao de ECG fetal e
materno. Observou-se que essa técnica permite a correta estimacao da taxa cardiaca do
feto de forma nao-invasiva.

Através deste trabalho, pode-se concluir que o campo de pesquisa em SCF tem rece-
bido muita atencao da comunidade académica devido ao seu vasto campo de aplicacoes
em varias areas do conhecimento, como Medicina, Biologia, Engenharia, Astronomia, Eco-
nomia, etc. Engenheiros e cientistas tém se esforcado para melhorar o desempenho dos
métodos de SCF para que eles sejam mais eficazes na prética. Para isso, é preciso novos
resultados tedricos para sistemas de composigao nao-linear e problemas sub-determinados.

Essa discussao abre espago para trabalhos futuros. Com a ajuda das ferramentas ten-
soriais, é possivel implementar novas técnicas de SCF em problemas sub-determinados.
Como mostrado neste trabalho, métodos baseados em carrelagao mostram-se promissores.
Portanto, propoe-se modelar essa nova modalidade de ICA utilizando ferramentas tenso-
riais. Uma outra possibilidade de trabalho futuro seria melhorar e estender o algoritmo
RobustICA. E possivel estendé-lo para o caso convolutivo e MIMO, assim como é possivel
utilizar estimadores robustos de cumulantes, para melhorar a sua capacidade de lidar com

outliers.
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